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UNA INTRODUCCION NECESARIA

En la introduccion del TOMO | “Funciones Algebraicas” se expresaba
que:

“el concepto de funcioén trasciende a todas las ramas de la matema-
tica, desde las tradicionales algebra y analisis matematico, geome-
tria, trigonometria y la estadistica hasta las mas contemporaneas,
en todas las funciones forman parte de su sistema conceptual en
forma directa o indirecta, por eso, la formacién de este concepto
desde la ensefianza primaria y muy en particular en la ensefianza
media y media superior resulta fundamental, para que al llegar los
alumnos a niveles superiores, no aparezcan brechas que limiten el
avance en los estudios, los ejemplos son innumerables y los do-
centes bien los conocemos”.

Esta idea nos llevd a emprender la tarea de presentar a profesores
y alumnos nuestras experiencias de trabajos con estudiantes de
distintos niveles de ensefianza explicando funciones y otros temas
relacionados con estos contenidos como ecuaciones, inecuaciones
y sistemas. En realidad pensabamos escribir un solo libro, pero en la
medida que se escribia y se incorporaba al texto graficos generados
con el asistente mateméatico GeoGebra, llegamos a la conclusion que,
0 renuncidbamos al empleo de este asistente y escribiamos lo que
tradicionalmente se ha escrito, o dividiamos el trabajo en dos partes,
tratando primero las funciones algebraicas y después funciones
trascendente, pero sin abandonar el empleo de los asistentes
matematicos, en particular el GeoGebra, porque esto constituia el
sello diferenciador del libro; por otro lado, el empleo de este asistente
facilité el acercamiento a temas tratados en el nivel superior como
son los de derivada, maximo, minimo, areas bajo curvas, entre otros,
los cuales, aunque no se trataron con el nivel tedrico que exige la
matematica, los no conocedores del tema tuvieron al menos una
nocion geométrica de estos conceptos.

Como se declaré en el TOMO | se ha mantenido el propdsito de
complementar los textos escolares, aprovechando las posibilidades
que ofrecen los medios de computos y las motivaciones que tienen los
alumnos por su empleo.

Se ha mantenido en este TOMO Il las 4 ideas esenciales del TOMO I:



El tratamiento de los conceptos fundamentales relacionados con
funciones, ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones.

El tratamiento “manual” de algoritmos relacionados con funciones,
ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones, con el pro-
posito que el posterior tratamiento computacional de esos algorit-
MOs No sea visto como una “caja negra”.

El tratamiento computacional de los algoritmos mencionados en
(2) y la interpretacion de los resultados que los mismos ofrecen.

Contribuir a la cultura general de los lectores a partir de lo que se
ha llamado “pinceladas histéricas”, porque consideramos que la
matematica y su historia forman parte de la cultura universal.

El TOMO 1l ha tenido como nivel de partida los temas tratados en el
TOMO | particularmente:

»

»

»

»

El concepto de funcidon, con énfasis en la identificacion de las
propiedades de cada funciéon y su analisis gréfico a partir de la
obtencién de los mismos y los puntos mas significativos mediante
el empleo del GeoGebra.

Las caracteristicas de las funciones elementales y operaciones
entre relaciones funcionales. En este aspecto nos referimos a: la
funciéon constante, la idéntica, la modular, la cuadratica, la cubicay
la reciproca, que resultan fundamentales para establecer analogias
con las funciones trascendente y para el estudio de éstas y de sus
inversas.

Las que llamamos propiedades globales de las funciones: Dominio
e imagen, extremos globales, ceros, signos y puntos fijos, simetriay
paridad; inyectividad, sobreyectividad y biyectividad, monotonia y
continuidad, dado que estas propiedades se contindan estudiando
en las funciones trascendentes y al igual que se hizo con las
funciones algebraicas, para el tratamiento de algunas propiedades
que se necesitan conocimientos de matematica superior se realizé
un tratamiento grafico

Las funciones lineales y sus propiedades. incluyendo los
tratamientos de la Geometria Analitica de sus ecuaciones
paramétrica y vectorial, asi como la soluciéon de ecuaciones e
inecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones, empleados en la
solucion de ecuaciones inecuaciones y sistemas de ecuaciones
exponenciales, logaritmicos y trigonométricos.



» Las funciones cuadréticas; el dominio de sus propiedades y su
empleo en el calculo resultd fundamental para todo el estudio de
las funciones trascendentes.

» Las funciones polindomicas. También estas funciones permitieron
ampliar el tratamiento de las funciones trascendentes y combinarlas
en su estudio.

» Las funciones racionales.

» Las funciones irracionales. Este contenido tuvo su mayor incidencia
al estudiar las funciones exponenciales y logaritmicas.

» La funciéon modular. Particularmente el concepto de médulo y su
aplicacion en el estudio de funciones definidas por partes (por
intervalos) fue un contenido empleado que fue tratado en el TOMO
l.

» La resolucion de problemas mediante funciones, ecuaciones,
inecuaciones o sistemas algebraicos. La tematica de la resolucion
de problemas tuvo mas incidencia en el TOMO Il que en el TOMO
[, aunque en éste se sentaron las bases, pero las funciones
trascendentes tienen una mayor aplicacion a problemas de la
ciencia y la técnica que las funciones algebraicas.

Para el segundo tomo se proyectaron los siguientes temas:

CAPITULO |I. Funciones trascendentes, funciones exponencial y
logaritmica.

En este capitulo se cumplid con lo proyectado, se presenta un
capitulo con abundantes graficas y esquemas algoritmicos que
facilitan la comprension tanto en la teorfa como para la solucion de
problemas mediante asistentes matematicos y manualmente. Se
hace una abundante ejemplificacion de la aplicaciéon de las funciones
exponenciales y logaritmicas a la ciencia que va desde la Psicologia
a la Teoria de la Informacion.

El estudio de las funciones trigonométricas se proyectdé en dos
capitulos:

CAPITULO IlI. Funciones trigonométricas, funciones seno, coseno y
sus inversas.

CAPITULO lil. Funciones tangente y cotangente y sus inversas.
Al escribir este TOMO I, se desarrolld en uno, pero en él se trataron

CAPITULO Il. Funciones trigonométricas y sus inversas



»

»

»

»

»

»

»

»

»

»

»

»

Introduccion.

Relaciones trigonométricas de un angulo agudo en un triangulo
rectangulo.

Relaciones trigonométricas de la suma y de la diferencia de los
angulos.

Funcién seno.

Funcion coseno.

Funciones trigonométricas inversas.

Funciones trigonométricas inversas.

Las derivadas de las funciones trigonométricas y de sus inversas.

Coordenadas polares. Con esto se introdujo el tratamiento de
coordenadas polares con GeoGebra que se extendié a todos los
contenidos posteriores.

Ecuaciones paramétricas. De igual modo el tratamiento de
ecuaciones paramétricas se extendid al estudio de las curvas
especiales y a las curvas del espacio.

Curvas especiales como la Bruja de Agnesi, la hipocicloide y otras.
Funciones trigonométricas en curvas del espacio.

El estudio de las funciones hiperbdlicas se proyectd también en dos
capitulos:

CAPITULO V. Funciones hiperbdlicas, funciones seno y coseno
hiperbdlico y sus inversas.

CAPITULO V. Funciones tangentes y cotangente hiperbdlica y sus
inversas.

Se desarrollé en uno, donde se trataron

CAPITULO lll. Funciones hiperbdlicas

»

»

»

Definicion y ecuaciones de la hipérbola.
Propiedades de la hipérbola.

Funciones hiperbdlicas y sus principales propiedades. Por analogia
de las funciones trigonométricas se introdujeron las funciones
hiperbdlicas y sus propiedades



» Superficies de revolucion generadas por funciones hiperbdlica. Se
introdujo el tratamiento de superficies de revolucion mediante el
GeoGebra y se extendio a todos los contenidos posteriores.

» Relaciones de las funciones hiperbdlicas.
» Relaciones de las funciones hiperbdlicas.
» Funciones hiperbdlicas inversas.

» La espiral hiperbdlica.

» La catenaria
CAPITULO IV. Ecuaciones recurrentes y funcionales

En este capitulo final se dio una introduccién a las ecuaciones
recurrentes, tema que es tratado por la Matematica Discreta, pero
de gran importancia fundamentalmente en las carreras relacionadas
con las Ciencias Informéticas, en el mismo se trataron las sucesiones
recurrentes y las soluciones de ecuaciones recurrentes por una via
intuitiva y mediante la ecuacion caracteristica tanto para recurrencia
homogénea como para las no homogéneas.

Respecto a las ecuaciones funcionales, realmente es un tema
complejo, pero fue propodsito de los autores dar una introduccion al
mismo, por la importancia que tiene en los concursos internacionales
de matemaética y para no sobrecargar el proceso de calculo se hizo
una simulacion con el asistente GeoGebra que facilité los calculos al
tiempo que los graficos ilustraron las soluciones encontradas.

Agradecemos de los lectores las valoraciones del trabajo que
presentamos a su consideracion,

Los autores






CAPITULO I.

FUNCIONES TRASCENDENTES.
LASFUNCIONESEXPONENCIALY LOGARITMICA.

El hecho de que ciertas funciones trascendentes especiales,
importantes para el andlisis, tomen valores algebraicos para ciertos
argumentos algebraicos nos parece particularmente notable y digno

de una investigacion completa.
David Hilbert

“Los problemas futuros de la matematica”

1.1. Funcién trascendente.

¢y PINCELADA HISTORICA

Figura 1.1

David Hilbert: 23 enero 1862, Prusia
—14 febrero 1943, Alemania. En el
mundo se le consider6 como “el
mas grande matematico vivo”. Hizo
grandes aportes a la configuracion
de los métodos axiomaticos
actuales, sus profundos resultados

Para tener un primer acercamiento
al concepto de funcién trascendente
diremos que:

A TR

I_Una funcién trascendente es aquella que
no satisface una ecuacion polinomio cuyos
| coeficientes sean a su vez polinomios; estol
contrasta con las funciones algebraicas,
| estudiadas en el tomo |, las cuales satisfacen |
dicha ecuacion. En otras palabras, una
|funcién trascendente es una funcion quel
trasciende al élgebra en el sentido que no
puede ser expresada en términos de una
secuencia finita de operaciones algebraicas |
de suma, resta y extraccion de raices. Una
| funcién de una variable es trascendente si es
independiente en un sentido algebraico de
Ldick&var@le.

_ e = = — 4

A pesar de esta diferenciacion, en el
desarrollo histérico ha sucedido que
operaciones con funciones algebraicas
generan funciones trascendentes,
ejemplo, la operacion de calcular la
funcion primitiva (o integral indefinida)

15 | €lementos de funciones trascendentes



en élgebra, teoria de numeros,
geometria y teoria de funciones,
los celebérrimos “problemas
matematicos” que dejo planted en
1900, y las venturas y desventuras
de sus intentos por resolver la
cuestion de los fundamentos de la
matematica. Desafortunadamente
fue testigo del desmantela-miento
de la ciencia alemana por parte de
los nazis.

Figura 1. 2

En la grafica se muestra el area
bajo la curva definida por la funcion
reciproca comprendida entre 1y 5,
la cual calculada por el asistente
GeoGebra da como resultado
1,6094 y coincide con el logaritmo
neperiano de 5 (In (5) =1,6094)

de una funcién algebraica es una
fuente de funciones trascendentes, ese
es el caso de la funcion logaritmica,
surgida a partir de la funcién reciproca
en un intento para calcular el area de
un sector hiperbdlico (figura 1.2).

Por lo tanto, el angulo hiperbdlico
y las funciones hiperbdlicas seno
hiperbdlico (senh), coseno hiperbdlico
(cosh), y tangente hiperbdlica (tanh)
son todas funciones trascendentes;
todas ellas seran estudiadas en este
libro.

En las funciones trascendentes la
variable independiente figura como
exponente, o como indice de la raiz, o
se halla afectada del signo logaritmo,
de cualquiera de los signos que emplea
la trigonometria o de los que identifican
a las funciones hiperbdlicas, tal como
se muestra en figura 1.3.

1.2. Ecuaciones trascendentes.

En las ya estudiadas ecuaciones
algebraicas se  estudiaron las
transformaciones  algebraicas de

la ecuacion F=0 que a modo de
recordacion son las siguientes:

1. Laadicion a ambos miembros de la ecuacion de una misma expre-

sion algebraica.

2. La multiplicacion de ambos miembros de la ecuacion por misma

expresion algebraica.

3. La elevacion de ambos miembros de la ecuacion a una potencia

racional.

Las ecuaciones que no se pueden

resolver mediante las

transformaciones algebraicas antes referidas, se llama ecuacion

€lementos de funciones trascendentes
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3x—-1

fo=(5) " -0

xtz|]

g(x) = 1*2

h(x) = cos(x? + 2x — 3)
k(x) =logio(x —5) — 4
v(x) = log(,—5(10) — 20

| wk)= cosh(x? + 2x —3)

T

Figura 1.3

Ejemplo de funciones
trascendentes.

Figura 1.4

Monumento a m en Cucuta,
Colombia por ser el mas conocido
e importante numero trascendente.

trascendenteyasociadasaellasexisten
los llamados numeros trascendentes
Un ndmero trascendente o numero
trascendental es un numero real o
complejo que no es raiz de ninguna
ecuacion algebraica con coeficientes
enteros no todos nulos y esto lo
diferencia de los numeros algebraicos.
Los trascendentales son numeros
irracionales; se conocen muy poco
de estos numeros y demostrar que
un numero pertenece a este conjunto
puede ser extremadamente dificil.
La denominacion «trascendental» la
acufio Leibniz en un articulo publicado
en 1682 donde demostrd que la funcion
sen(x) no es una funcion algebraica;
posteriormente  Euler  definié los
numeros trascendentes en el sentido
moderno, pero la existencia de los
numeros trascendentes fue finalmente
probada en 1844 por Joseph Liouville.
En 1882, Carl Louis Ferdinand von
Lindemann publicd una demostracion
de que 11 es trascendente.

Las ecuaciones trascendentes mas
simples son las exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas, pero
antes de tratarlas nos detendremos en
algunos conceptos fundamentales del
algebra elemental.

1.3. Potencias, raices y logaritmos.

La potenciacion, la radicacion y la
logaritmacion son tres operaciones
intimamente relacionadas. El esquema
adjunto (Figura 1.5) muestra esa
relacion; aunque ella tiene intenciones
esencialmente didacticas, ilustra esa

17 | €lementos de funciones trascendentes



relacion, que se complementa con las expresiones numeéricas adjuntas
a la misma figura.

Exponent Ty — I 3 — '
" ffg:,m Potencia o antilogaritmo I =8, :
: V8 =2 :
l/L ok b ’{/E : log,8 =3 |

] : O =
a = B I 32 1 1 1
HE— I = o> = |
it la=b-logh ' > ~%75 |
I
Base : 1 1 |
igura 1. 9”3 |
Egten::iass raices y logaritmos : 9 3 |
I 1 '
| logs(5) = -2 ;

e e e - - -

Después de esta vision general es necesario precisar definiciones,
muchas conocidas por el lector, pero que vale la pena recordar.

Si el numero b se obtiene como resultado de la multiplicacion del
nuamero a por si mismo n veces (como se ilustra en figura 1.5) el
resultado se llama potencia natural de a y se denota a”.

Otras definiciones relacionadas con la potenciaciéon son:
D_1: Para a=0 se define a°=1; 0° no esta definido.

: 1
D_2: Para a a#0 se define a"=— con neN. Observe que n es un
numero natural. “

D_3: La unica solucion positiva de la ecuacion x"=a es la raiz de
n-simas potencia (o raiz aritmética de n—sirpa potencia) del numero real
positivo a; la cual se designa con Va o an la raiz de segunda potencia;
se expresa por va

1
D 4:Para a=0,Y0=000%=0.Sjun nimero real a es negativo, la raiz

18
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f#yPINCELADA HISTORICA

A Leonard Euler se debe la férmula
mas bella de la Matematica

em+1=0

En ella aparecen los nume-ros
trascendentes mas im-portantes:

a) e, nUmero de Euler

b) m, la longitud de la semicircun-
ferencia unitaria.

Estos trascendentes estan
relacionados con las unidades mas
significativas de la matematica:

c) i, la unidad imaginaria.

d) 1, el elemento neutro para el
producto

e) 0, el elemento neutro para la
suma.

Ademas, en la férmula aparecen
las tres operaciones importantes de
la aritmética: adicion, multiplicacion
y exponenciacion.

Nadie ha sido capaz de lograr otra
férmula que la supere en belleza y
sintesis.

Ante la identidad de Euler hay que
recordar la frase de Galileo Galilei:

«La filosofia esta escrita en ese
gran libro que es el universo, el cual
permanece continuamente abierto
ante nuestros ojos.

Pero ese libro no nos es inteligible
a menos que antes aprendamos a
comprender el idioma e interpretar
los signos de que estd compuesto.
Esta escrito en el idioma de las
matematicas, y Ssus signos son
triangulos, circulos y otras figuras
geomeétricas, sin las cuales es
humanamente imposible entender

una sola palabra de él...»

de n-sima potencia del niumero a se
halla s6lo para n impar como soluciéon
real negativa de la ecuacion x"=a

n m
D_5: EInUmero(‘/_) sellamapotencia
racional — conm € Z;n € N;a € R y
se escribe de la siguiente forma:

n—m 1\ 1 n m
(\/E) = (an) =(a™)n = Va™ = an
De las definiciones anteriores se

infieren las siguientes proposiciones:
i WaxVa="Yamm
\/_xi/_—?,sza—sz 3—3322—3(,:\/3_
CVia="%a YV3 = (32) =35 =3=43
Nab = Va x Vb V6=V2x3=V3xV2

Y . X2
SN TR 3~ 3

De la definicion de exponente racional
mediante procedimientos matematico
se generaliza el concepto a potencia
0 exponente real con las siguientes
propiedades:

i a®f =q%af 33 = 35 3V3 =T x 33

3
i (a%)Ff = a%# (305) " = 3%
I e
. 2F = a \F

iv. (a.b)® = a%b® 3B2)VZ =3V2 V2

3
a\ % a® Z‘E 23\5
v =R ) ==
Una aplicacion particular de la

o o R
potenciacion es la sucesion u = (7 +2)

A

1 9 | €lementos de funciones trascendentes
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f#yPINCELADA HISTORICA

Figura 1.6

John Napier (Edinburgo, Es-cocia
1550 - 4 de abril de 1617). Estudio
en la Universi-dad St. Andrés. En
1517 retor-n6 a Escocia y tomo
parte en las controversias religiosas
de ese tiempo. Estudié Matemati-
ca como pasatiempo. En 1614
publicé una descripcion de cémo
multiplicar y dividir con la ayuda
de logaritmos, palabra compuesta
de dos vocablos griegos “logos”
(relacion) y “arithmos” (numero).
Indepen-diente de Napier el suizo
Burgi trabajo en la multiplicacion de
logaritmos, pero fue el Inglés Henry
Briggs, quien comenzé a usar los
logaritmos de base 10

Los logaritmos fueron una va-liosa
herramienta de célculo para los
astronomos. Hoy las calculadoras
y computadoras han tomado su
lugar, no obs-tante, la teoria de los
logarit-mos resulta relevante para
la Matematicas puras y sus apli-
caciones en los estudios de las
ciencias naturales.

Evidentemente, a partir de 2,71
la sucesion de digitos varia, pero
“tendiendo a un valor”, expresado
matematicamente mediante la
expresion

i 1\

lim (1 +—) =g,

Ti—rca T
Este numero se conoce como

constante de Euler, el cual es irracional
y trascendente y cuyo valor aproximado
es

e~2,718 281 828 459..

El nimero e tiene una extraordinaria
importancia en la Matematica como se
vera posteriormente.

En la introduccion de este epigrafe
es ilustro la relacion entre potencias,
raicesylogaritmos, para complementar
y generalizar lo planteado respecto
a la potenciacion se tratara la
logaritmacion.

El logaritmo base a de b se define
como:

log. b (a>0;a#1;b>0)

Es el Unico numero real ¢ que satisface

la condicion de que a°=b. log,9=2
porque 32=9

La definicion dada tiene varias
condiciones que hay que tomar

en consideracion en todo calculo
o0 analisis que se realice donde se
apliqgue el concepto de logaritmo;
estas propiedades se infieren de la
definicion:
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a) glo9:® =p(a>0;a+1;b>0) 39°%°=32=9

b) a°=by c=log, b (a>0;a#1;0>0) son para los numeros a, b y ¢, dos
formas de expresar el mismo planteamiento: log,9=2 < 3°=9

c) log, b=c < a°=b Esta equivalencia es fundamental para la solu-
cion de ecuaciones de este tipo.

d) Dado que a’°=1 (a+#0) ya'=a paratoda base positiva a, con a #1,
se cumple que:

log, 1=0y log, a=1
Otras propiedades importantes son:

e) log, (b, b, )=log, (b, )+log, (b, ) (b, >0, b,>0)
log, (612)=log, (32:12)=log, (32)+log, (16)=5+4=9 < 2°=512

N loga () = loga(by) — loga(bs) (by > 0,b; > 0)

V2
log 5 (T) = logﬁ(m —logz(4)=1-4=-3

1 1 V2 2

V2 22 2zv2 4

&(2) =
g) log, b°=c x log, b (b>0)
log, 8"°=12 x log, 8=12x3=36

h) Particularmente para el caso en que ¢ sea un numero fraccionario
que exprese un radical la formula adopta la siguiente expresion:

loga Vb = 222 (b > 0)

_log,64 6
6 6

log, V64
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)

_ logpe i
log,c = Togpa’ log,c
base.
_ logz32 _
Calcular logis32 =7 =C =

1 Esta formula permite el cambio de

o logea

El
3:-16:=“\/165=‘V164-16=‘§/164-24=16-2=32

j) ax=ex"@ Esta es una expresiéon fundamental que relaciona la fun-
cion exponencial y la logaritmica.

Particular importancia tienen las bases 10 y e expresadas mediante

lg y In respetivamente, es decir: log,, k se expresa: Igk 'y

expresa:ln k

1.4. Funcién exponencial y logaritmica.

f(x)
g(x)

Il

Figura 1. 7 Graficos de las funciones Figura

log, k se

1.

-3

Graficos de funciones

exponencial y logaritmica con bases 10 y e exponenciales y logaritmicas compuesta
con la funcién médulo.

res-pectivamente.

Funcion exponencial

Funcion logaritmica

Dado a€R},a=1,

se llama funciéon exponencial a

toda funcion de la forma
fR-R:

f(x)=a*,Vvx€ER

Definicién

Simbolos utilizados:
€:elmento de o pertenece a
V:para todo...

0 para cualquier

R: nUmeros reales

R} :reales positivos
excluyendo al cero

Dado a€R},a=1,
se llama funcion loga-ritmica a
toda funcion de la forma
R, - R:
f(x) =log,x,¥x eR,
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<a<l

Grafico

5

R Dominio R}

R Imagen R
Estrictamente  creciente  en Estrictamente  creciente en
todo R si a>1 y estrictamente Monotonia R, si a>1 y estrictamente
decreciente si O<a<1 decreciente si O<a<1
No tiene; Im f = R} Ceros x=1

Punto (0,1) Interseccion con el eje y No tiene, Dom f = R}

Es inyectiva Inyectividad Es inyectiva

No es sobreyectiva Sobreyectividad Es sobreyectiva

Positiva en todo R Signos +en]1, o[
frens

—en]0,1]
0<a< 1{ +en]0,1[
—en]1, 00

No tiene

Minimo /maximo global

No tiene

Jix) = u;;u b=

lx) = Log(z)a =1
z 3 4 5 8 7

La funcion logaritmica es
la inversa de la exponen-
cial. Las graficas de ambas
funciones son simétricas
respecto a la recta h(x)=x

rl=a"0<a<l

4 S 8 7T
Logr);0<a <1
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1.5. Algunas aplicaciones de las funciones exponencial vy
logaritmica:

Funcion exponencial:

+ La desintegracion de substancias radioactivas': Una sustancia
radiactiva se desintegra (y se convierte en otro elemento quimico)
de acuerdo con la formula:

N =N, e™, donde:
N_0O: Numero inicial del nucleo.

A Constante caracteristica de la substancia llamada constante de
desintegracion (para el radio A = 1,382.10"" s7).

Figura 1.9 Simbolo de advertencia de radiactividad
adoptado por la ISO en 2007 para fuentes que
puedan resultar peligrosas.

* Prueba del carbono 142%: El carbono 14(14C), es un isétopo
radiactivo de dicho elemento, que tiene alrededor de 5750 afnos
como promedio de vida Determinando la cantidad de 14C que
contienen los restos de lo que fue un organismo vivo, es posible
determinar qué porcentaje representa de la cantidad original de
14C, en el momento de la muerte. Con esta informacion, la formula

" Radioactivas, relativo a Radiactividad o radioactividad: fenémeno fisico mediante el cual los
nu-cleos de algunos elementos quimicos, llamados radiactivos, emiten radiaciones que tienen
la pro-piedad de impresionar placas radiogréficas, ionizar gases, producir fluorescencia,
atravesar cuer-pos opacos a la luz ordinaria, entre otros.

2 Carbono-14: is¢topo radiactivo del carbono. Su nucleo contiene 6 protones y 8 neutrones. Su
valor para el periodo de semidesintegracion o semivida de este isétopo: es de un aproximado
de 5568 a 5730 afios; por estar presente en todos los materiales organicos se emplea en la
datacion de especimenes organicos.
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R =R, e" permite calcular la antigliedad de los restos, al resolver la
ecuacion para la variable t.

+ Calculo de una reaccion en cadena?®: El proceso de fision nuclear
4 se inicia por la absorcion de un neutrén que libera cierta cantidad
de neutrones en los nucleos fisionados. Estos neutrones provocan
rapidamente la fision de varios nucleos mas, con lo que liberan
otros cuatro 0 mas neutrones adicionales e inician una serie de
fisiones nucleares automantenidas, una reaccion en cadena que
lleva a la liberacion continuada de energia nuclear. Este proceso se
modela mediante la siguiente ecuacion: »; _ Nﬂg(v_gﬁ donde N, :
es el nimero inicial (t =0) de neutrones libres.

v: factor de reproduccion.

I: tiempo promedio entre dos generaciones sucesivas de neutrones
en el tiempo: t.

v: cantidad de neutrones que produce en cada generacion cada
neutrdn libre efectivo.

* Interés compuesto: Cuando una inversién gana un interés
compuesto, esto significa que el interés obtenido después de un
periodo fijo de tiempo se agrega a la inversion inicial y, entonces,
el nuevo total, gana intereses durante el siguiente periodo de
inversion; y asi, sucesivamente: La férmula del acumulado al cabo
de untiempotes 4, = p (1 Jri)nt siendo:

n. periodos redituables por afo.

r: por ciento de interés compuesto anual.

3 Reaccion en cadena: reaccion fisica o quimica automantenida en la que los productos de
cada etapa son los reactivos de la siguiente. Especialmente, una serie de reacciones de fision
nuclear.

4 Fision nuclear: Rotura del nucleo de un atomo, con liberacion de energia, tal como se produce
mediante el bombardeo de dicho ndcleo con neutrones.
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P: inversion de P pesos gana intereses cada afo.

Figura 1. 10 Colonias de bacterias Escherichia
coli (mas grande, rosa) y Proteus vulgaris (mas
pequeia, de color castafo) que crecen juntas en
una placa Petri.

* Los procesos de crecimiento biolégico: Crecimientos de un
cultivo de bacterias, incremento de la cantidad de madera en un
bosque se pueden expresar de manera simplificada mediante la
funcion exponencial:

m =m, e* con:
m,: cantidad de materia en un instante t,=0.
a: constante de crecimiento de la materia de que se trate.

m: cantidad de materia en un instante t > t .

» El crecimiento de la produccion social: En 1893 V.I. Lenin a partir
del modelo de Marx y tomando en cuenta otros factores como el
progreso cientifico-técnico planted la siguiente ecuacion:

K=100[1+v(e*-1)] con (v>0) donde:
K: indice de produccion.
t: tiempo en afos.

@: constante numérica, en el ejemplo de Marx ¢=0,0953(afnos)™

+ Calculo de la cantidad de medicamento que se elimina del
organismo a través de la orina.

La cantidad de medicamento que se elimina del organismo a través de
la orina viene expresada mediante la siguiente funcion exponencial:

27 | €lementos de funciones trascendentes



A(t)=10 * (0.8)

Donde A(t) es la cantidad de
medicamento que queda en el cuerpo
t horas después de suministrado el
mismo. En Figura 1.12 se muestra la
gréafica de esta funcion.

Figura 1. 11

Vladimir llich Ulianov, alias Lenin
(Simbirsk, 22 de abril de 1870;
Gorki, 21 de enero de 1924),
fue un politico, revolucionario,
tedrico politico y comunista ruso.
Lider del sector bolchevique del - 0 2 10 15 20
Partido Obrero Socialdemdcrata

de Rusia, se convirtid en el princi-

pal dirigente de la Revolucion <
de Octubre de 1917. En 1917

fue nombrado presidente del Figura 1. 12 Funcion que modela el calculo de
Consejo de Comisarios del Pueblo, la cantidad de medicamento que se elimina del
convirtiéndose en el primer y organismo a través de la orina en un tiempo t

maximo dirigente de la Unidn de . .
Republicas Socialis-tas Soviéticas En realidad esta férmula es un caso

(URSS) en 1922. particular de la correspondiente a

llamada semivida de eliminacion, término empleado en medicinay
farmacologia, también llamada semivida, hemivida, o vida mitad de
un medicamento (o cualquier agente xenobiético®) en sangre es el
tiempo que tarda en eliminarse el 50% de la concentracion
plasmatica alcanzada por una dosis del mismo, es decir, el lapso
necesario para que la cantidad de agente presente en el cuerpo (0
en el plasma sanguineo) se reduzca a la mitad, mediante diversos
procesos de eliminacion. Es un parametro fundamental para
conocer los intervalos de aplicacion de dicho farmaco. La semivida
de eliminaciéon es un parametro importante usado en
farmacodinamica y se denota como ¢, .

2

5 Compuestos cuya estructura quimica en la naturaleza es poco frecuente o inexistente debido
a que son compuestos sintetizados por el ser humano en el laboratorio.
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La féormula correspondiente a la semivida de eliminacion es:
C=C,e"

Donde:

C,: Concentracion del medicamento después de un tiempo t.

C,: Concentracion inicial del medicamento (t=0)

k: Constante de eliminacion

Como puede observarse esta férmula es mas general que la anterior.

- o R = T
Larelacion entre la constante k: de eliminacion y la semivida (3 ) viene
dada por la siguiente féormula que contiene una expresion logaritmica:

In2
k=—

=4
2

Por su parte, la semivida esta determinada por la separacion® (CL,
del inglés clearance) y el volumen de distribucion (VD), mediante la
siguiente formula que también incluye una expresion logaritmica:

_ (In2)*VD

1
5 CL

* La curva del olvido: Permite modelar la pérdida de retentiva
con el tiempo y se ha desarrollado a partir de los trabajos del
psicologo aleman Hermann Ebbinghaus, autor de un trabajo sobre
la memoria (1885), en él Ebbinghaus estudié la memorizacion de
silabas sin sentido, como “WID” y “ZOF”. Al hacerse pruebas a si
mismo a distintos intervalos, pudo describir la forma de la curva de
la memoria que se corresponde con la funcién exponencial:

o
R=es

6 La depuracion, separacion, o aclaramiento (CL, del inglés clearance) de una sustancia es el
inverso del tiempo constante que describe su indice de eliminacion del cuerpo dividido por su
volumen de distribucion (o total de agua corporal).
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Figura 1. 13

Hermann Ebbinghaus (24 de enero
de 1850 - 26 de fe-brero de 1909)
Filésofo y psicélo-go aleman. Nacio
en Barmen, ciu-dad cercana a
Bonn. A'los 17 afios acudié a Bonn
para estudiar historia y filosofia,
luego parti6 a Halle y mas tarde
a Berlin. Sus estudios fueron
interrumpidos por la guerra franco-
prusiana, durante la cual prestd
servicio en el ejérci-to. En 1873
obtuvo su titulo en filosoffa en la
Universidad de Bonn, con una tesis
sobre la filo-sofia del inconsciente
de Eduard von Hartmann.

Donde:

R: Retentiva.
S: Intensidad relativa del recuerdo
que indica cuanto se mantiene un

contenido en el cerebro, de modo que,
a mayor intensidad de un recuerdo,
mas tiempo se mantiene.

t: El tiempo.

Un gréfico tipico de la curva del olvido
Figura 1.13, muestra que normalmente
en unos dias 0 semanas se olvida la
mitad de lo que hemos aprendido, a no
ser que lo repasemos.

La velocidad con la que olvidamos
depende de diversos factores, como
la dificultad de la materia (por ejemplo,
si es absurdo o tiene sentido), su
representacion y factores fisiolégicos
como el estrés y el suefo.

La curva de la memoria tiene una
pendiente muy grande cuando se
memoriza material sin sentido, como
hizo Ebbinghaus. Sin embargo, es casi
plana cuando se trata de experiencias
traumaticas.

Figura 1. 14 Familia de curvas del olvido.
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Funcion logaritmica:

Escala logaritmica: Hay procesos fisicos, biolégicos y sociales
descritos mediante expresiones exponenciales que resultan dificil de
graficar para determinados valores, porque sus imagenes dan valores
muy grandes o0 muy pequefios; una solucién de este problema es el
empleo de una escala logaritmica.

En las gréaficas se representan la misma funcién en dos escalas,
observe que g(x) (Figura 1.11) resulta de tomar logaritmos en ambos
miembros de f(x) (Figura 1.12) y después realizar un cambio de
variables; compare ademas los ejes de ordenadas de ambos graficos;
para f se tiene una escala estandar, pero para g se ha empleado una
escala logaritmica, esto es, 2 se corresponde con log(2), 3 con log(3) y
asi sucesivamente, esto es lo que facilita la conversiéon de una funcion
exponencial a una linea recta cuyos coeficientes son los logaritmos de
los parametros de la funcion exponencial.

Ll m
150

g(x) =log(4) + xlog(13)

Figura 1. 16

+ Escalas de intensidad sismica: Las escalas de medida de la
intensidad de los terremotos mas comunmente utilizadas son
de tipo logaritmico. Asi, la escala de Richter utiliza una escala
logaritmica de base10, con lo que cada aumento de grado en esta
escala no se corresponde con un aumento lineal de la magnitud de
un seismo, sino exponencial: un terremoto de grado seis es diez
veces menos intenso que uno de grado siete, y cien veces menos
que uno de grado ocho.

3 1 | €lementos de funciones trascendentes



Formula de la escala de Richter

A At?

M =log A + 3log(8At) — 2.92 =logo | ———
donde:

A = amplitud de las ondas en milimetros, tomada directamente en el
sismograma.

At = tiempo en segundos desde el inicio de las ondas P (Primarias) al
de las ondas S (Secundarias).

M = magnitud arbitraria pero constante a terremotos que liberan la
misma cantidad de energia.

%— g
; Tlm(\) =
’E 1 £ ]
3 - |
-% UU-WJ-WUMW\.‘WM
E
i ' ! L Ti N‘i( 1] * ."'S %

¥ ) ) .
gy | - Figura 1. 17
E ¥ I= Aancd |
3 e “"W"“"‘""""’“’-'”““"’““' Sismograma de tres componentes
:E,‘ at s " 4 " ! perpendiculares (norte-sur, este-
- L) - ] L] 3 20 ey X . .

Time {5 oeste y arriba-abajo)

+ La intensidad sonora: Las unidades utilizadas comunmente para
medir los niveles de intensidad de un sonido, llamadas belio y
decibelio, son en realidad relativas y de naturaleza logaritmica.
Asi, un decibelio se define en acustica como la décima parte del
logaritmo decimal del cociente entre la intensidad de un sonido y
una intensidad umbral tomada como referencia.

Para el célculo de la sensacion recibida por un oyente, a partir de las
unidades fisicas medibles de una fuente sonora, se define el nivel de
potencia, L_W, en decibelios, y para ello se relaciona la potencia de
la fuente del sonido a estudiar con la potencia de otra fuente cuyo
sonido esté en el umbral de audicion, por la formula siguiente:

W,
Ly = 10 X logmﬁl (dB) = 10 X log,, —= (dB)
0

012
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Figura 1. 18

Charles Francis Richter (1900-
1985), Nacié en Ohio. Estudio en la
Universidad de Stanford. En 1928
empez6 a trabajar en su doctorado
en Fisica tedrica en el Instituto de
Tecnologia de California (Caltech).
Trabajo en el Carnegie Institute de
Washington y en el Laboratorio de
Sismologia de Pasadena. En 1935
Richter y Gutenberg desarrollaron
una escala para medir la intensidad
0 magnitud de los terremotos,
llamada escala de Richter.

En donde W, es la potencia a estudiar,
en vatios (variable), W, es el valor
de referencia, igual 10 vatios/m? y
log,, es el logaritmo en base 10 de la
relacion entre estas dos potencias.
Este valor de referencia se aproxima
al umbral de audicion en el aire.
Si W, es mayor que la potencia de
referencia W, el valor en decibelios
es positivo. Y si W, es menor que la
referencia W, el resultado es negativo.
Un aumento en un factor 10 (10 veces)
en la potencia W, con respecto a la
referencia significa un aumento de 10
unidades (10 dB) aditivas en la escala
logaritmica (intensidad subjetiva). Y
que al aumentar al doble (factor 2) la
potencia W,con respecto a W, significa
un aumento aditivo de 3 dB en la escala
logaritmica (log,, 2=0.301B=3.01 dB).

+ Datacion de vestigios
arqueologicos: Al tratarla funcion
exponencial se planted la férmula
que permite determinar la prueba
del carbono 14 que en su expresion
logaritmica despejando t es Para

log(-)
R0>0,k¢0yR>0,t:T°

La determinacion del pH: El pH de
una solucion se define por la formula

pH = log (%) Donde H es la
concentracion de iones hidrégenos de
una solucion. Si pH =7 la solucion es
neutra, si pH >7 la solucion es alcalina
y si pH <7 la solucién es acida.
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Figura 1. 19

Seoren Peter Lauritz Serensen
(Havrebjerg, 9 de enero de
1868-Charlottenlund, 12 de febrero
de 1939) quimico danés cuyo
mayor aporte fue introdu-cir la
escala de potencial de hidrégeno
(pH). Tras obtener su doctorado
por la Universidad de Copenhague,
fue jefe del departamento de
quimica del prestigioso Laboratorio
Carls-berg de Copenhague.
Mientras trabajo en el Laboratorio
Carls-berg, estudio el efecto de la
concentracion de los iones sobre
las proteinas, y por qué el ion H+
era particularmente  importante.
Fue el introductor de la escala
de pH como un modo simple de
expresion de ello en 1909.

El pentagrama: Otro ejemplo de
escala logaritmica es el pentagrama
utilizado en los paises occidentales
para escribir musica, pues, como
se ve en el gréafico, la diferencia en
la altura del sonido es proporcional
al logaritmo de la frecuencia (de un
do grave al do siguiente mas agudo
la frecuencia se dobla. Es decir:
que la sucesion de frecuencias de
las notas do estd en progresion
geométrica). [La escala logaritmica
es de base 2.]

i
il =
i =

66 132 264 528 105

+ La curva del aprendizaje: Analoga
a la curva del olvido existe la curva
del aprendizaje, pero esta vez es
una funcién logaritmica; en realidad
existen varias de estas curvas que
modelan el grado de éxito obtenido
durante el aprendizaje en el
transcurso del tiempo, pero la mas
conocida es la siguiente:

Y, = Kx'°og:b
Donde:

K: Numero de horas invertida la primera
ejecucion (o para producir la primera
unidad).

Y. Numero de horas invertidas en la
x-ésima ejecucion (o para producir la
x-ésima unidad).
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x: Numero de la unidad.
b: Porcentaje de aprendizaje.

En figura 1.20 se muestra una gréfica de aprendizaje para un 90% de
aprendizaje, tardando 100 horas en la primera ejecucion. En el punto
A se muestran el valor que alzaria en ejecutar el mismo trabajo en la
vez numero 30, en este caso se lograria en 59.63 horas.

200
Y(z) = 100 «'°%09)
150
100 -
A = (30, 59.63)
50 G
0 10 20 0 40 50

Figura 1. 20 Grafica de aprendizaje

 La ecuaciéon se Shannon: En los sistemas de comunicacion
moderno, para determinar la velocidad maxima de trasmision se
emplea la ecuacion de Shannon, quien es considerado el padre de
la teorfa de la informacion.

Esta es una expresion logaritmica y esta enunciada en el teorema de
Shannon-Hartley el cual expresa que:

“Considerando todas las posibles técnicas de codificacion de niveles
multiples y polifasicas, la capacidad del canal C es:
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Figura 1. 21

Claude Elwood Shannon (1916-
2001), ingeniero electrotécnico
y matematico estadounidense,
famoso por su desarrollo de
la teorifa de la comunicacion,
conocida actualmente como
teoria de la informacion. Nacié en
Gaylord, Michigan, estudid en la
Universidad de Michigan y en 1940
obtuvo su doctorado en el Instituto
de Tecnologia de Massachusetts,
donde se convirtié en miembro
del cuerpo docente en 1956. En
1948 public6 The Mathematical
Theory of Communication (La teoria
matemadtica de la comunicacion),
un articulo en el que presentaba
su concepto inicial de una teoria
de unificacion de la transmision y
tratamiento de la informacion. En
este contexto la informacion incluye
todas las formas de mensajes
transmitidos, incluso los enviados a
lo largo de los sistemas nerviosos
de organismos vivos. La teoria de la
informacion tiene gran importancia
en la actualidad en muchos
campos.

S
C = Blog, (1 +—)

N
Donde:
B : Ancho de banda del canal en
Hertzios.

C : Capacidad del canal (tasa de bits
de informacion bit/s)

S: Potencia de la sefial Util, que puede
estar expresada en vatios, milivatios,
etc., (W, mW, etc.)

N: Potencia del ruido presente en el
canal, (mW, pW, etc.) que trata de
enmascarar a la sefial util”.

Otra expresion logaritmica relaciona
con esta formula expresa la relacion
entre  SNR (signal to noise ratio,
relacion sefial a ruido) y § mediante
la formula: N

S
SNR(en dB) = 10log,, (—)

N

s SNR

De modo que N 10 10
+ La espiral logaritmica: Segun
el diccionario de Real Academia
de la Lengua Espafola la espiral
es una “curva plana que da
indefinidamente vueltas alrededor
de un punto, alejandose de él
mas en cada una de ellas”, ella se
encuentra en desde la naturaleza
hasta el arte; por otro lado, existen
distintas formas de generar una
espiral y ellas son modeladas por
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distintas ecuaciones; asi la espiral de Arquimedes esta modelada
por la ecuacion r=a+b6 donde a y b son nimeros reales y 6 es
un real que controla el angulo de giro, de manera que Cuando
el parametro a cambia, la espiral gira, mientras que b controla la
distancia en giros sucesivos; la espiral de Fermat estd modelada
por la ecuacion = 9% y la ecuacion de la espiral hiperbdlica es
r=2 y por supuesto que en la formula de la espiral logaritmica
aparece esta funcion y su presencia en la naturaleza se muestra en
los brazos de las galaxias espirales entre ellas nuestra Via Lactea,
los ciclones tropicales también tienen forma aproximada a una
espiral logaritmica y la mayoria de las arafias tejen sus tela segun
una espiral logaritmica.

Figura 1. 22 Telarana en forma de espiral Figura 1. 23 Galaxia espiral M100
logaritmica

Figura 1. 24 Dos ciclones
tropicales sus imagenes
muestran su desarrollo en
espiral cercanos a una espiral
logaritmica.
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Un estudio detallado de la espiral
logaritmica se presenta en el libro
“Matematica en Espiral” de los autores
Aldo Falconi Asanza, Franco Manuel
Hernandez Crespo y Raul Lopez
o ey Fernandez y por ser el doctor Lopez
A O e Fernandez coautor también de este
N libro que se edita por la misma editorial
que el anterior, se reproduce el texto
referido a la espiral logaritmica.

La espiral logaritmica o de Bernoulli,
espiral equiangular o espiral de
crecimiento es una clase de curva
espiral que aparece frecuentemente en
la naturaleza. Fue descrita por primera
vez por Descartes' y posteriormente

Figura 1. 25 Cardtula del libro jnyestigada por Jakob Bernoulli'.
“Matematica en Espiral”

La espiral logaritmica o de Bernoulli

3
a=is
* -5 - 5
" b=02
/‘\ 9 * £
) -1 K_y | | | |

-2

&= Curva (36" eouft) ae™ s () 0,0,4 %)

% =05 N cos(t)
y =10.5¢"" sen(t)

} 0<u1 <1257

Como ya se presentd esta importante espiral contemos la historia
con mas calma; después que Durero planted su espiral aurea paso
aproximadamente un siglo y con la aparicion y el desarrollo del calculo
diferencial e integral de Newton y Leibniz fue posible el estudio de las
curvas hasta alcanzar su momento de gloria. Y dentro de estas curvas
una muy especial y al mismo tiempo muy habitual en la naturaleza: la
espiral equiangular, logaritmica o geométrica.

38

€lementos de funciones trascendentes



Aunque Descartes y Torricelli habian iniciado su estudio, les faltaba la
potente herramienta del calculo para poder rematarlo. Este honor le va
corresponder a Jakob Bernouilli en los albores del siglo XVIII.

René Descartes (1596-1648), un afio después de la publicacion de
La Géomeétrie, se va encontrar con la curva mecanica que responde
al problema planteado por Galileo sobre |a trayectoria de caida de un
cuerpo a través de una tierra en rotacion. Esta trayectoria le llevo a
Descartes hasta la espiral equiangular o logaritmica.

Su ecuacion es de la forma

T
6 = log,, (E)
También puede expresarse de las formas:
r=ab? r=ae

donde a y b son constantes y e es el nUmero €=2,71828182... , r €l
radio de posicion de un punto y theta el angulo girado.

Es decir, el radio de posicion en un punto no depende de forma lineal,
uniformemente, del angulo girado. Su dependencia es exponencial.

Segun vayamos girando alrededor del origen la curva se va ir alejando
del origen de forma cada vez mas rapida. Fue Torricelli, utilizando
métodos semejantes a Arquimedes, quien primero logrd calcular su
longitud.

Pero, sin duda, al matematico que cautivé el estudio de esta espiral
fue a Jacob Bernoulli, quien la bautizé con el nombre de Spira Mirabilis
( espiral maravillosa), titulo que dio a su obra dedicada a esta espiral,
la que también escogié como emblema para su tumba con un epitafio
en latin que reza: “Eadem mutata resurgo” (“Mutante y permanente,
vuelvo a resurgir siendo el mismo”); pero desgraciadamente, por una
equivocacion o desconocimiento del grabador, la que se grabd en su
lugar fue una espiral de Arguimedes.
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Lapida de la tumba de Bernoulli observe la
espiral en la parte inferior.

Las camaras de la
concha de un nautilus
forman una espiral
aproximada a una
espiral logaritmica.

El halcéon peregrino vuela siguiendo un
recorrido aproximado al de una espiral
logaritmica

(Falconi Asanza, Hernandez Crespo, & Lépez Fernandez, 2020) Pag.
166-168.
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1.6. Ecuaciones exponenciales.

Se llama ecuacion exponencial aquella en la cual la incognita forma parte sélo de
los exponentes para cierta base constante. Las ecuaciones exponenciales mas
simples son del tipo @®™=b donde a,b € R y a#1. Estas ecuaciones son equivalentes
a ecuaciones algebraicas de la forma f(x)=log, b

Algoritmo general de solucion de las ecuaciones exponenciales:

Pasos del algoritmo Ejemplo

Caso 1 Si es posible, aun cuando las bases sean | 9.8%-18.4%-2.2*+4=0
distintas, transformarlas a una base comun
aplicando propiedades de las potencias.

a. Transformar cada una de las expresiones | 9.(2%)*-18.(29)?-2(2%)+4=0
a la base menor.

b. Hacer un cambio de variables del tipo | y=2*

y=a* 9.y3-18.y2-2y+4=0
c. Resolver la ecuacion algebraica. En este caso las soluciones son:
R
y=4¥y=- 3 ¥y = 3
d. Sustituir cada valor obtenido en la| . v 2. ox A2
variable cambiada. =2, 2%=00 2

e. Resolver las ecuaciones exponenciales
P =227 =-2'eox=1

obtenidas
- V2 . 2
=—ox=1lo —
3 gZ 3
E
fiz) = 90.8°-18[4"-2.2"+4 F)
2
A= (-1.08,0) =(1,0) 1
05 15 fix) i o = (1.55.0)
2 25
(0, -0.86) C = (0.73,-1.07)
2
D=(0,-T)
-
C7(0.47, -9.39)
i

Figura 1.26 Grafico de las funciones correspondientes a las ecuaciones resueltas generadas
con GeoGebra
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Caso 2 Si

no es posible, transformar la
ecuacion a una base comun aplicando
propiedades de las potencias.

74120

Existen ecuaciones como las del
ejemplo con distintas bases que
pueden resolverse colocando en cada
miembro las expresiones exponenciales
y tomando logaritmo de cualquier base
(preferiblemente base 10 en ambos

7x—1 = 2% & (x — 1) 10g7 = xlogz
xlog(7) — log7 = xlog2
x(log7 —log2) = log7

miembros) _ log7 _ 1853
= (log7 —log2)
4
2
fle) = 71 -2
A =(1.553, 0)
T 1 2lc =0, %0.857) ¢ i
B = (0.729, -1.067)

=2

Figura 1. 27 Grafico de la funcion

f(x)=7*1-2*y puntos significativos

Ejercicio 1.1. Halle el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)

2%1_52¥13=0
272 4 4% _ 320 =0 )

3x*+l _3x°-1 — 216 )

k)
9%"1 _233%3,.81=0
x
4* =85+ 2
25:(2_% — 52x—1 |)
2% 4 2% 4 2%t =14

€lementos de funciones trascendentes

2_
guiente ecuacion (¥2)7 " = 2%

h) 7%+ 7771 4 74 = 2793
2 4287 4 2572 4 2773 = 960

g-2x2 g-2x?-3 _ (i)e.x—z

27

(a) Verifique si es x=5 la solucién
de la ecuacion

22.1( 1 221—1 T 22(1—1) T 22x—3

+22(x-2) = 1984

Encuentre la solucién de la si-

2
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1.7. Inecuaciones exponenciales.

Son inecuacion exponencial las que se pueden reducir a una de las
siguientes formas a®>b oa™<b cona >0y a1

Como formas particulares para posterior generalizacion se tiene

a*>bhb a*<bh
x €]log,b; +oo [ Paraa > 1, b > x€]—o;log,h [
x€]—o;log.h [ Para 0 < a < 1, x €|log.b; +o |
b> 0
xeR Para a > 0, b < | x = @ ( La desigualdad no tiene solu-
cion)

Para a/® > boa/™ < b cona >0 ya # 1 se cumplen las condiciones anterior-
mente analizadas pero tomando f(x) en lugar de x como se ilustra en los ejemplos-

020 02 04 06 08 1 12 14 16

Figura 1. 28 Observe las funciones de
fy g, suinterseccion y el segmento en
verde se corresponde con la solucién
de la inecuacién.

Ejemplo:

Hallar el conjunto solucion de la
siguiente inecuacion 7%¢1>49

Esta inecuacion cumple con las
condiciones a > 1,b > 0 por lo tanto
por extension cumple la condicion

f(X)E ] log, b ; +eo [es decir, f(x)>log, b.
Para el ejemplo que se analiza

f(x)=3x-1, por lo que la ecuacion se
transforma en:

3x-1>log, 49 & 3x-1>2 =3x>3 & x>1
S=]1; +oof

EnFigura 1.20 se muestrala solucion de
la inecuacion anterior con GeoGebra.
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E]z || SO gl x=||x=|| ¥ f@
SN T 3 E

a: 771> 49

12 = Resuelve(a)

B {x . In(49) + 1..(7)}

In:= {x>
1

In(49) + In(7)
31n(7)

J

- = {x>

In(49) + In(7)} 2

3In(7)

Zhe

3 In(7)
b _ In(49) +In(7)
T 3n(7)

) o 2 3 4 5

@ Il:{x>

In(49) + In(7) : -1
3In(7) }

Figura 1. 29

Ejemplo:
Hallar el conjunto solucion de la inecuacion

1 4x+3 1
@ <2
2 2
Este inecuacion cumple la condicion 0<a<1,b>0Yy porla desigualdad

fx)E€ Jlog, b ; +o0 [ es decir, f(x)>log, b y para la inecuacion que se
resuelve se tiene que

1

4x+3>logs(5) @4 +3> 14> 2@x>—35  S=]-7; +oo[
2

En Figura 1.22 la combinacion grafica muestra la solucién con
GeoGebra.

o - b £ S
T o | E
i 1
| dxs ¥ 1 E
i 1 LIRS ] i 5
=2 (3) i
[2 := Resuelve($1) .
-4 12 1= {: > 1} :
2 -0_5 o 0.5 1 1.5
3 Enfrada.. i
4 i
H)
Figura 1. 30 Al igual que en 1.19 en verde se Figura 1.31

muestra el intervalo de solucién
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Ejercicio 1.2. Halle la solucion de las inecuaciones
a) 10.2%°74 =320

11x2-2

= 11x+2
121

3x—1

o () =02
d) 4% <2%+1 43

e) 32x 5x2—15

Tx—4

K |
f) 0.25 x+2 E;

g) En el gréfico adjunto (Figura 1.23) se representan las funciones

f=(3)"y =0

X las imagenes f(x) se encuentra por debajo y para qué valores por

x+1]+]x=1] . .
) determine para qué valores de

encima de las g(x).

B = (0.63, 0.25)

o) = (6)&}

Figura 1. 32

h) Encontrar el conjunto solucién de la inecuacion:

B <G

Como guia para constatar resultados se adjunta el gréafico de ambas
funciones (Figura 1.24).

1
(x®—2x3+1)2
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B2 G2 L= e LAl =060 0.5 1 1.5
1

L M

Figura 1. 33

i) Calcule el conjunto solucién de la inecuacion para el caso en que las
bases de las funciones exponenciales sea /2 Yy el polinomio sea una
expresion bicuadratica de cuarto grado.

) Y si las cambia ahora por 7 scuadl es el conjunto solucion?

k) Experimente con otros cambios anélogos al que se propuso en (i)
y ().

1.8. Ecuaciones logaritmicas.

Se llama ecuacion logaritmica, la ecuacion en la cual la incégnita
forma parte como argumento de la funcion logaritmica.

La mas simple ecuacion logaritmica es la que tiene la forma

log,f(xX) =bcona>0ya=+1;b € R equivalente a f(x) = a®

Algoritmo general de solucion de las ecuaciones logaritmicas:

Pasos del algoritmo Ejemplo
(log, x)+ log, x-2=0

Realizar trasformaciones “convenientes y necesa- | En este primer ejemplo no se requiere hacer
rias” en las expresiones logaritmicas que apare- | transforma-ciones, pero en los ejemplos
cen en la ecuacion (transformar suma en produc- | posteriores se insistira en esto

to, realizar cambio de base, etc. )
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De ser “conveniente” hacer un |y=log, x
cambio de variables del tipo y=log, x | y?+y-2=0

Resolver la ecuacion algebraica. En este caso las soluciones son:

y1=1 : y2=-2

variable cambiada.

Sustituir cada valor obtenido en la | log, x=1; log, x=-2

obtenidas

Resolver las ecuaciones logaritmicas

log,x=1=x=2"=2

1
log,x=-2ex=27==

22
J

Figura 1. 34 Grafico y solucion con
Geogebra de ( log, x)*+log, x-2=0

Ejemplo:

Hallar el conjunto solucién de la
ecuacion:

2°[2l0g2.x — 3[log,x —6 =0

Ahora es necesario realizar
trasformaciones  “convenientes vy
necesarias” porque hay distintas
bases. La formula Iogac=::j:; y en
este caso lo aconsejable es reducir
la base 16 a base 2; sustituyendo se

; log.x log.x
tiene g, x = 1292% _ legax.
loga16 4

Sustituyendo en la ecuacion se tiene:

3| rlog,xy’ 3! log2x
2 2(%) —log,x—6=0 & 2 |2 féz —*log,x —6=0

s{logZx
P it

~logax —6=0¢ " logix — 3flog,x —6=10

También es “conveniente” un cambio de variable y = i/log,x de aqui

la ecuacion:

yi-y-6=0
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E]: [ %][w n][ sl [x=][x=| # || 5 || =

T | x| E

ecl: f(x) = O

s N In(x) 5/ In(x)
ecl = 2 In(16) n2)
5 11 := ResoluciénN(ecl)
- ListaPuntos: 11 := {(0.00390625,0)}

Figura 1. 35

Finalice el lector la ecuacion y verifique el resultado: x,=2%7; x,=2° ver
solucion con Geogebra, en Figura 1.26 con Calculo Simbdlico (CAS) y
en Figura 1.27 en forma gréfica.

Funcion =V 4

| F@) = 2 (2 logy()?)" ~ logy(@))— 6

© fx) =2 (2 Iogm(x)z)S - Iogz(x)%f 6
A =[(0.0039062499533, 0)
Punto 5o S FA L Pl er 0|z e
A = Interseca(f, EjeX, (0.0039062499533,0)) : AP
— (0.0039062499533, 0)

o B = Intersecalf, EjeX, (134217728.00000056624, 0)
-6
- (134217728.00000056624, 0)

@

Figura 1. 36 Observe los nimeros exageradamente grande y exageradamente pequeifio

Hallar el conjunto solucion de la ecuacion: log, (2x-1)- log, (x-1)=1

Nuevamente es “conveniente” hacer transformaciones aplicando las
propiedades dadas de las leyes de las operaciones con logaritmos:

2x-1 L, . . .
logs——=1 aqui no se requiere hacer cambio de variable, de la
igualdad se infiere que: 2"’_11 = 31 aplicando la equivalencia entre

x—

expresiones exponeciales y logaritmicas.
Continuando el desarrollo de la ecuacion: siendo x#1,2x-1=3(x-1)

S2x-3x=-3+1=x=2
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[=] = v &% 0 =] <= 7] f [H]
f(x) = 0
—In(3)—In(x—1)+In(2x —1) -0

In(3)
2 |1 := Soluciones(f(x))
@
ListaPuntos: 11 := {(2,0)}
Figura 1. 37 Soluciéon mediante GeoGebra con calculo simbélico, observe la trans-formacion

de la ecuacion en funcion de logaritmo neperiano

f(z) = logy(2 2 —1)—logy(z —1)—1

Figura 1. 38 Grafico y solucion con GeoGebra de log, (2x-1)- log, (x-1)=1

Ejercicios 1.3.Halle el conjunto solucion de las siguientes ecua-

ciones:
a) logx —log36 =3 g) (x? —5x+9)log(2) + log(125) =
-1 3
b) log(vx) —log(V5) =+ )
¢) log(v3x ¥ 10) — log(vx¥2) = M 2loa(x) —log(32) = log )
1-log5 i) log(227)*" 4 10g(1250) = 4
d) log(3x+1) —log(2x—3)=1— i) slog (;_;) | 2log (,_;) — 3log(x)
log5 .
z )
e) log(2x+1)> +log(3x —4)> =2 9
log(2)+log(11-x2)
log(16—-x%) k) os@itleg(iizat) _ 5
) log(3x—4) log (5-x)
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1.9. Inecuaciones logaritmicas.

las siguientes formas log_ f(x)>b o

Son inecuaciones logaritmicas las que se pueden reducir a una de

log, f(x)<b cona>0y a1

siguiente modo:

Las inecuaciones se descomponen en sistemas de inecuaciones del

a>1 O>a<1
log, f(x)>b f(x) >0 f(x)=0
{f(x) > ab {f(x) < ab
log, f(x)<b {f(x) =0 f(x) =0
f(x) <a® {f(x) > a?

Algoritmo general de solucion de las inecuaciones logaritmicas:

Pasos del algoritmo

Ejemplo

log x — log, x —15 >0

f) Realizar trasformaciones
‘convenientes y necesarias” en
las expresiones logaritmicas
que aparecen en la ecuacion

(particularmente realizar cambio de
base, etc. )

(Iogz x

2
— — 15>
log, 4) log, x —15 >0

1
Zfogg x— log, x—15>0

g) De ser “conveniente”
hacer un cambio de
variables del tipo y=log, x

y =log,x

1 15> 0
43/ y

h) Resolver la ecuacion

En este caso las soluciones

algebraica. son:

y>100 y<-6
i) Sustituir cada valor [log, x>10
obtenido en la variable
cambiada. 0 log, x<-6
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j) Resolver las ecuaciones | log, x>10&x>2"

logaritmicas obtenidas
0 log, x<-6&x<2°

S={xeR:xe]0,2°° [U] 270 +oo}

f(z) = logy(x)* —logy(x) — 15

0 0.05 0.1 0.15 02 C

f(®) = logy(x)* — logy(x) — 15

B

(1024, 0)

1200 1400

-20

Figura 1. 39

En Figura 1.30 se ha representado la solucion de la inecuacion en dos
gréficos, el superior puntos “cercanos” a 2y en el inferior “cercanos”
a2

B = v 31-55 () ?\t X= lX= f: J-

In(x) 2_ In(x) B =i
1 (|n(4)) n@) 70
In(x) . In(x)
In(4)) BT
$1
S 1
Resuelve: {U el ¥ 64" > 1024}

Figura 1. 40 Solucion con Calculo Simbdlico
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Una generalizacion de las inecuaciones logaritmicas estudiadas en
cuando se tiene una inecuacion del tipo Iogg(x)f(x)>c o) Iogg(x) f(x)<c
con las siguientes condiciones:

f(x) y g(x) dos polinomios,ceR,f(x)>0,g(x)>0 ,g(x)#1

Las inecuaciones se descomponen en sistemas de inecuaciones del
siguiente modo:

Las inecuaciones se descomponen en sistemas de inecuaciones del
siguiente modo:

g(x)>1 O>f(X)<1
Iogg(x) f(x)>c { f(x)=0 fx)=>0
f(x) = (g(x)° {f (x) < (g(x))°

complete la tabla
paralog f(x)<c

Hallar el conjunto solucion de log, (Zx —3) >2

Siguiendo el algoritmo planteado se tiene:

' i)
2 3 3 4:
x—3>0 2x—>>0 t
’”3’1 0<x<1 adi ]
2x—£>x2 2x_§<x2 1S ;:[o‘is.ngz i
Figura 1. 41
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3
3 _- 2 3
2x——>10 2x 4>x 2x —— < x?
4 , 3 4 3
3 —X +2x—i>0 X2 42— <0
2x>1 , 3 34
X - 0 X -
2 2
3'< <1 1 3
8 "2 =2
3< <1 1< <35—{ R ]3 1[U]l3
g<X<3o0 x <55 = xeRexel 2,5 }2[}
Justifique este resultado

En Figura 1.33 estd la solucion con CAS del GeoGebra y la
correspondiente representacion gréfica.

H @& ( 3)
log, [2x——] > 2
( 3) 1 8 4
log.ﬂ 4

B In(2x—3)
In(x)
5 12 := Resuelve($1)
® L 12:={1<x<15,038<x<05}

2

3

1510

=1

Figura 1. 42

1
1
5 2 25

1.4. Ejercicios del epigrafe

a) Halla todas las abscisas no negativas que hacen que los puntos de
la curva f(x) se encuentren, en el gréfico, por encima de los de g(x).
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f) =1 x% —19x — 30
X) =104, <2 _ 4

gx)=(x+2)?%—x*—-4x-3

b) ¢Cuales son los numeros reales que satisfacen la desigualdad
log, (2-log, x)<27
c) Existe un unico intervalo de numeros reales que satisface:

1 ___ 1 - {Halladicho intervalo.
log.x  loga(x—1)

2x2+x—6

d) Paracuales xreales con x < 2 se cumple que >
x“+x

Resuelve las siguientes desigualdades:

< 101—1032

e) log, (2x+5)>log, (16-x* )-1
f) Iog(x2+1> (7x2-3)<2
9) logix + logsx > 1

2

h) log, (x*-5x+6)<0
1 1
logax o loga(x—1)
4x+5
6—5x

<1

<1

) log,

k) 8 (Resolver la inecuacién x!09aX+l = g2y

1.10. Ecuaciones con composicién de funciones.

Dadas dos funciones fy g , la funcion compuesta f o g (también
conocida como composicion de f y g) esta definido por:(f o g)

X=fg®).

En el esquema adjunto se ilustra la composicion de dos funciones.
Sea el siguiente ejemplo:

f(X)=x2-3x+2
g(x)=3
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f(g(x)=(3)>-3(3")+2
f(g()=(3> )-(3")+2

Figura 1. 43

El grafico de Figura 1.35 muestra las funciones fy g y la composiciéon

flg())

[E]ll A | 22| & =
Funcion
@ fi(x) = x2 —3x+2
®  g(x) = 3"
h(x) = f(a(x))
@
. (3)*—3-3* 42
+ Entrada...

Figura 1. 44 h(x)=f(g(x))

Si se conmutan las funciones y se calcula g(f(x)), se obtiene el grafico
de la Figura 1.36 con lo que se constata que evidentemente, en
general f(g(x))=g(f(x)).
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E]lA % = =

Funcién

® gx) =3 :
h(x) = g(f(x :
- (x) = g(f(x))
3x2—3x+2
+ | Entrada...

1 0 - 3

Figura 1. 45 h(x)=g(f(x))

Procedimiento para resolver ecuaciones formadas por una composi-
cion de funciones.

En realidad, no hay un procedimiento Unico para este tipo de
ecuaciones, generalmente el cambio de variables se adapta a muchos
de ellos 0 los métodos de solucion indicados para determinado tipo de
ecuacion, ejemplo, la ecuacion que se puede formar de la compaosicion
de funciones anteriores es una tipica ecuacion exponencial, pero hay
otros casos como los siguientes:

Ejemplos:

i) Hallar el conjunto solucién de la siguiente ecuacion:

2x2 —4x — 6
log,| —————| =1

4x — 11

Se pueden dar los siguientes pasos:

a) Determinar o hacer un esbozo del dominio de la funcion que apa-
rece en la ecuacion, particularmente de sus valores inadmisible.
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b) Identificar las funciones que estan presente por las distintas partes
de las expresiones que conforman la ecuacion, en este caso se
tiene:

a. Una expresion irracional. (Llamémosla I)
b. Una expresion logaritmica.(L)
c. Una expresion racional (R)

c) Puede resultar ilustrativo utilizar una notacion auxiliar para carac-
terizar la ecuacion, en este caso puede expresarse de la forma

I(L(R)).

d) Al dar inicio a la resolucion de la ecuacion lo indicado es comenzar
por el tipo de expresiones exteriores aplicando a estas el método
de resolucion indicado. Para el caso se comenzaria por:

a. La expresion irracional, para lo que se emplea como método
estandar la racionalizacion, o sea, elevar ambos miembros de la
ecuacion a la potencia que indique el radical.

b. Posteriormente se procede con la logaritmacion en cuya solucion
se emplea o un cambio de variable o la aplicacion del concepto de
logaritmo transformandola en una exponencial

c. Finalmente se debe tener una ecuacion racional, que requiere la
eliminacion de los denominadores para obtener un polinomio.

d. Resolver la ecuacion polinébmica y comprobar los resultados

Este es plan de solucion puede tener cambios durante el proceso de
calculo, pero es preferible modificar un plan que enfrentase a resolver
un problema sin tenerlo.

e) Ejecutar el plan:

a. Para el caso lo mas significativo del dominio es que por anular el
. 11 . ‘g .
namero — al denominador de la expresion racional, este valor no
4
puede formar parte de la solucion.

b. Elevando al cuadrado se tiene:
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2x2 — 4x — 6)

log. | log, ( 4x — 11

c. Al transformar la expresion logaritmica se obtiene:
2x% —4x — 6

— ol

4x — 11
d. Resolviendo la ecuacion racional se llega al siguiente resultado:
2x* —4x —6 R B 11
ﬂ—Z &= 2x —4x—6—2(4x—11)c0nx¢1

2x? —12x+16=0=x=20x=4 S={2,4}
| T [ &
f(x) =1

2x2—dx—6
- '"( Ix—11 )

n(2)

1

2 $1
Resuelve: {x=2,x =4}

=

1 3 5

2 =
222—4x—-6
il e \/lg(ﬂ)

ii. Hallar el conjunto solucion de la siguiente ecuacion:

1= _[1—+/ax+1 —7.16% + 2%

Un analisis de esta ecuacion puede llevar a que en la misma parecen:

a) Expresiones irracionales (1)

b) Expresiones exponenciales (E)

58
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Por lo que pudiera expresarse en la seudonotacion que se ha
empleado que es del tipo I(E), por lo que se tendria que comenzar
segun lo expresado por racionalizar la expresion elevando al cuadrado
ambos miembros de la ecuacion, pero es evidente que el proceso de
elevar al cuadrado con expresiones exponenciales es complejo, por
lo que es conveniente en este caso un tipico cambio de variables y=2*

quedando la ecuacion de la siguiente forma ;| = /1 — JayZ —7yi 4y

Tras la racionalizacion y simplificacion se llega a la ecuacion

8y*-4y3=0.

1
Factorizando se obtiene y*=0 o y=7- Evidentemente la primera

solucion es imposible y de la segunda se obtiene la respuesta del
ejercicio x= -1, la que debe comprobarse en la ecuacion original.

® ()= V1-VaET_T 16 +2
Punto

® A = Interseca(f,g, (—1,1))

6c 42"

Figura 1. 47

Ejercicio 1.5. En la solucion de la ecuacion anterior se omitieron
calculo que el lector debe hacer, como parte del aprendizaje y ante
la posibilidad de errores del autor que escribe este libro, recuerde
el primer principio del método de Descartes: “...no recibir como
verdadero lo que con toda evidencia no reconociese como tal, evitando
cuidadosamente la precipitacion y los prejuicios, y no aceptando como
cierto sino o presente a mi espiritu de manera tan clara y distinta que
acerca de su certeza no pudiera caber la menor duda”.

Por esta misma razon debe comprobar en la ecuacion original si la
solucion encontrada lo es de la ecuacion original.
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iii. Hallar la solucion de la siguiente ecuacion: log (2x<*-1) +log, x*-
2x=0

Tres tipos de expresiones:

a) Logaritmicas (L).
b) Exponenciales (E).

c) Polinémicas (P)

La notacion para clasificarla seria L(E(P)) y comenzando por la mas
exterior, la expresion logaritmica, que tiene la particularidad de tener
la incognita como base de la expresion.

Aplicando propiedades de los logaritmos la ecuacion se transforma
en:

log, (2x*-1) x*=2x; de aqui aplicando el concepto de logaritmo se
obtiene: (2x*2-1) x*=x2*. Esta Ultima es una ecuacién exponencial,
(segundo nivel), que para resolverla el agrupamiento conveniente (o
cambio de variable si lo prefiere) debe hacerse alrededor de x, lo que
permite transformar la ecuacion en

(x*)2-2x* x2+x*=0, expresion que tiene la forma de un trinomio cuadrado
perfecto que se descompone de la siguiente forma:

(}X*-x2)2=0=x*-x2=0=xX"=X>=X=2

Bl (A % f E
Funcién
O fx) = log, (2 X% — 1) + log, (x*) — 2 x ‘

Numero

a = f(1)
— indefinido

Punto

B = Extremo(f, —0.43,4.86)
- (1.33,-0.16) 09
C = Extremo(f, —0.43,4.86) .
- (2.0

B

) =(1.33,-0.16)

o

Figura 1. 48
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Si se observa el gréfico de la Figura 1.39, al parecer la curva corta
al eje de abscisas en x=1y por tanto alli habria un cero “que no se
calculd” pero para constatar si es un error al graficar se calculé (1)
y la respuesta esta dentro del circulo rojo “indefinido”, esto puede
constatarlo el lector evaluando manualmente la funcién; realmente
en x=1 la funcion “tiene un hueco”; hay un salto de discontinuidad.
Estas son las sorpresas que nos tiene reservadas las funciones y que
las tecnologias las revelan, pero es necesaria la teoria para “verlas y
disfrutarlas”.

Otra curiosidad vamos a revelarla con el siguiente gréfico, pero antes
detengamonos en una de las transformaciones realizadas donde
textualmente se dijo:

“Aplicando propiedades de los logaritmos la ecuacion se transforma
en:

log, (2x**-1) x*=2x; de aqui aplicando el concepto de logaritmo se
obtiene: (2x2)-1) x*=x2. , es decir se encontro la siguiente relacion:

|ng (2XX_2-1) X4:2X$(2XX'2_1) X4=x2x

Ahorabien, en ningin momento se puede pensar que ambas funciones
son iguales, 1o que sucede es que la nueva expresion es equivalente a
la anterior, en el sentido de que la nueva ecuacion TIENE LOS CERO
DE LA ORIGGGINAL y con ella se reduce el problema a un problema
yaresuelto, que es el célculo de raices con ecuaciones exponenciales.

También en la solucion dada se expreso que:
(X*-x2)2=0=x*-x>=0=x*=xX°>=Xx=2
Pero aqui falta una solucion x=1 observe que de x*=x? se tiene 1'=12

Esto implica que (2x*2-1) x*=x> es continua en x=1 por tanto para una
respuesta completa se hace necesario probar si las soluciones x=2y
x=1 son soluciones de la ecuacion original log, (2x*-1) x*=2x con lo
que se comprobaria que es necesario desechar la solucion x=1.
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Figura 1. 49

Con los graficos de Figura 1.40 se esclarece lo explicado: la curva

h(x)=(2x*2-1) x*x2 “en azul” tiene dos ceros en x=1y x=2 mientras
que f(x)=log  (2x**-1) x*-2x tiene una sola x=2; por lo que ambas tienen
un cero comun; por e€so el procedimiento matematico consiste en
transformar la ecuacion original en una equivalente cuya solucion es
mas facil, encontrar en esta ecuacion todas las soluciones y después
comprobar las que satisfacen a la primera, rechazando las que no
cumplen esa condicion.

Ejercicio 1.6. Miscelanea de ecuaciones e inecuaciones

a) 2Iogx .2log(2x+7) :4Iog(x+2)
b) 9(%"’1090‘935"'4) _ 3(Iogs\fx+1} =
C) Iog(l +Vx + 1) =3logVx — 4

d) Halla los valores de x tales que F = [**2 siendo.f(x)=3x-4
e) Resuelve la ecuacion: logs,(16x? +13x —2) —log,49 =0
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f) Sean las funciones:f(x) = 4legVax*+7x-logVx y g(x) = 16l09Va+2,
Determina los valores de x para los cuales ambas funciones alcan-
zan el mismo valor.

g) Resuelve la ecuacion:yv4x+16 = 1

h) Resuelve la siguiente inecuacion:
log3|5(x_3)z| > 10g55%*7 + log;5**2

i)Sean f y g dos funciones reales dadas por las ecuaciones
flO) =vt—2+10°8CH3) y(t) = [(t —1)2 — 21+t +3

a. Halla el dominio de la funcion f.

b. Determina para qué valores de t se cumple que f(t) = g(t)

j) Sea la funcion real definida para todos los valores reales de t por la
ecuacion: f(t)=2! .Verifica que se cumple: SfQog,50) _ 5

)

log,160—log, 5 (\E]—"

Determina para qué valores de t se cumple: 2f(J§:— 2)=2%

k) Dadas las funciones f(x)=log,(x-3) y g(x)=|ogo’5£
i. Calcula f(3242+3).

ii. Halla los valores de x para los cuales las imagenes de la funcion
f son menores o iguales que las imagenes de la funcion g.

[) Sean las funciones reales f y g dadas por las ecuaciones:

2
c“ +3x-15
f(x)= %+3y g(x)=log,(x—~fx -1)

a. determina el dominio de f.

b. Halla los valores de x para los cuales se cumple que g(x) = 1.

(1.9
ﬂx2 _16 +2[092L§l+1j

m) Seafunafuncionrealdefinidaporlaecuacion: f(x)= >
—-x+

a) Determina el dominio de la funcion f.
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b) ;Sera posible calcular f(1)?. Justifica tu respuesta.

c) Calculaf(a) si a Z%IOgg 100 +logs 24,3
x-4

n) Se tiene la expresion  A(x)= :
X)=

a) Resuelve la ecuacion 44)=16* (xeR).

b) Determina para qué valores reales de la variable x se cumple
que

0) Resolver las ecuaciones
a) log(x?) —2log(x — 1) + 1 =2logx
b) 2log(x — 1) + 1 =log(x? —1)
c) log(x+1)—2log(x—1) =1
d) log(10(x® + 2x)) —2log(x + 1) = 1 + logx
e) log(32+x%)—2log(4—x) =0

f) 2logx —log(x — 16) = 2

10x+11

10 2

d) logx? —log
h) 510g§+ Zlogg =3logx — logij—2

i) Determine el dominio de las siguientes funciones:

a. f(x) = Jlog(l +\ix+1)— 3log Vx — 4

b. g(x) = —
JVarHisog
c. h(x)= .

\,-“Zlogx_zlog(zxf 7T1—gqlog(x+2)

1.11. Sistemas de ecuaciones exponenciales.

Un sistema de ecuaciones que contenga ecuaciones exponenciales
es llamado sistema de ecuaciones exponenciales.

El método de solucion no difiere de los ya explicado y consiste en
aplicar las propiedades estudiadas de las ecuaciones exponenciales
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para obtener ecuaciones mas simples y transformar el sistema original

en uno equivalente de mas facil solucion.

N 243
Sea el sistema {3 =5 D

2% = 2Y(II)
Transformando () en 243 35
expresiones de potencias|[3* =— o 3*=— o 3*¥ =357
. 3v 3
de 3:
Transformando el sistema|(x =5—1y
original { x=y

alumno

La solucion de este sistema es evidente y queda como tares al

Ejemplo:
Resolver el sistema {

227 105771 = 22 (1)
42772 4 5YH1 = 29 (1)

Transformando las
ecuaciones:

Dividiendo (I) por 2: 2%-5y=11
La (Il) gueda: 2x+5¥+1=29

la ecuacion mas sencilla y
sustituir en la otra ecuacion
para tener una ecuacion en
2%,

El sistema queda entonces {2’” -5y =11
de la siguiente forma 2% 4+ 5t =29
Una opcién es despejar en | 5Y=22-11

2% 4+5(22-11)=29
5(2)2+2:+84=0

Resolviendo la ecuacion
cuadratica resultante se
tiene:

2*:—‘2—_|;1 Se rechaza solucién
¢ Por qué?

2=4&x=4 Sustituyendo
5v=bex=1

S{(2 1)}
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El grafico de las funciones Figura 1.41 corrobora el resultado

2

ec2: 2 x + 5Ny +/1)-29=0
B L N 2 4\ 6 8 10

=2

4

©lec1f27(2x) - pry-11=0

Figura 1. 50

Ejercicios 1.7. Resolver los si-guientes sistemas de ecuaciones
exponenciales

2V = 2% 4.2%72 5yl = 29
¥ {243 3 ) {2”+1 — 105771 =22
X + y 2 8 Halle el conjunto solucién de los si-
{5xy =3 guientes sistemas de ecuaciones.
) {2}-_;}9_? Vx+y-6=0
a _ 5832
X + y - 7 x + «}, - 3.34‘.'
¥ {“3’ by [ 252 =743
{2.\: 1 _ 245 y+2
xty _
zZ+1 1

c) 22x+z _ pll-y

Jx+y+z=3
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1.12. Sistemas de ecuaciones logaritmicos.

Un sistema de ecuaciones que contenga ecuaciones logaritmicas
es llamado sistema de ecuaciones logaritmicas.

El método de solucién, aunque no difiere de los ya explicado, tiene
la particularidad de que ademas de requerir la aplicacion de las
propiedades fundamentales de los logaritmos, en ocasiones se
requiere de artificios para transformar la expresion del sistema original
en una expresion equivalentes. Otro aspecto que hay que tener
presente en el dominio de las funciones que intervienen en el sistema
para desechar las soluciones que no se incluyan en ellos.

No resulta ocioso recordar las propiedades mas utilizadas de los
logaritmos:

I. log,MN =log,M +log, N (M > IVa. log,sN = %logaN( N >

0, N >0) 0.8 = 0)
M

1. lOgaE =log, M —log, N (M >0, IVb. log,« N* =log, N( N =
N >0) 0,a+0)

. log,N*=alog, N (N>0, a € _ loga N
© V. log, N log, b (N=0)

u VI. log,a-log,b=1

IV.  log.,e N* = ElogaNlogaN (N> VI qloga V=N

0, =0, +0)
Ejemplos:

2logx —3logy =7

i. Resolver el sistema {
logx +logy =1

Transformando las
gcuaciones:

2logx —3logy =7 © logx® —logy® =7
log;—z = 7 Por propiedades (I1) y (Ill)

logx +logy =1 logxy =1 Por(l)
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El sistema queda
entonces de la siguiente
forma, transformado en
una sistema cuadratico

x? x?
E— R 7
log > =7 > =10

logxy =1 xy=10

Ejercicios 1.8.La solucion
puede encontrarla el
lector.

{{x > 100,y > -3}

Otra variante de solucion.

Haciendo cambio de

variables:

u=log x; v=Ilogy

El sistema queda entonces
de la siguiente forma,
transformado en  una
sistema cuadratico

2u—3v =7
{u+v=1

v=-1

Shu=100u=2

Sustituyendo en el cambio
de variable se llega a la
solucion

{fx - 100,y - —}}

0:5 '

ec2: log(10, x) +log(10,y)-1=0

-50 0 50 100 150

200 250 300 35C

ec_10: 12‘Iog(10, X)-3log(10,y)-7=0

Figura 1. 51
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ii. Resolver el sistema {

lng(y - 18) =2
log,(x+3) =

r |

Transformando las
ecuaciones:

log,(y—18)=2¢& y — 18 = x?

1
1ogy(x+3):§<:>x+3=\/§

ecuacion y sustituyendo en
la segunda se tiene:

El sistema queda entonces y — 18 = x?

de la siguiente forma,

transformado  en  una|lX +3 = \/}
sistema cuadratico

Despejando en la primera y=x?+18

x+3=+x2+18

x4+ 6x+9=x%+18

3
bx=9<x=_
X X 2

_2 118 =202
y=a T =0y

Figura 1. 52

(1.5, 20.25).

3.5
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Ejercicios 1.9. Resolver los si-guientes sistemas de ecuaciones

logaritmicas
x+y=22
a) logx —logy =1
b 2logx —3logy =5
) logx —logy =1
c) 2¥t1 =128
logx +logy =1
d) log(x?y) = 2
Uog x = log y?
x2—y2=11
e) logx —logy =1
Inx+Iny=4
) Inx —Iny =2
log,.(2—y)=2
9) g:( y)

log,(5x +2y) =0

h {glogx +logy = log 35
log(x + 1) —logy =1
. 32¥. 37V =81
) {logx +logly +12) =1
. (log(x +y) +log(x —y) =log33
) { logx? —logy? =3

8 Halle el conjunto solucién de los si-
guientes sistemas de ecuaciones.

log(x? + y?)— 1 =log13
) {log(x +y) —log(x —y) =3log2
b) {loga x+log,y+log,4=2+1log,9
x+y—5a=0

) log, x+log,zy = g
c
log,z x +log,y = %
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CAPITULO II. ,
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

Una vez que la geometria sintética ha agotado las cualidades de un
triangulo, considerado de por si, y ya no tiene nada nuevo que decir
acerca de él, se abre un nuevo horizonte a través de un método
muy simple y absolutamente dialéctico. El triangulo, ahora, no es
considerado ya en y de por si, sino en relacion con otra figura, en
relacion con el circulo.

Federico Engels

Dialéctica de la Naturaleza
2.1. Introduccion

De la geometria plana hemos
aprendido que:

1. Si un circulo como el de la figura
2.2 se divide en 360 angulos cen-
trales (a) iguales, cada uno es la
unidad para la medida de angulos
en el sistema sexagesimal (de base
60). Por lo tanto, a la circunferencia
entera corresponde un arco de 360
grados (360°). Un grado (1°) = 60
minutos (60’) = 3 600 segundos (3

: 600”). Segun este sistema de medi-

“*\ das, la amplitud de un angulo que

. . . — da una vuelta completa le corres-

Fiedrich Engels (1820-1895) ponden 360°, al &ngulo llano 180°y

al recto 90°

Figura 2.1 . . .
2. La longitud de la circunferencia de

radio r>0 unidades es igual a L=2nr
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unidades; la de una semicircunferencia L _=nr y la de su cuarta
parte es

o

Figura 2. 2

3. En un mismo circulo, los angulos centrales son proporcionales a
Sus arcos correspondientes.

A partir de las tres consideraciones anteriores se puede concluir
que se cumple la siguiente proporcionalidad:

(m = 3,14159 ...)

t a

2nr 3600

Como la amplitud de un angulo no depende de la longitud de sus
lados (el radio en este caso), es posible tomar el radio de longitud
1 unidad y en este caso, la expresion anterior queda del siguiente
modo: , _ m

t e

1800

El circulo antes descrito (de radio unidad) se llama circulo tipico o
circunferencia tipica.

m
En algunos textos al numero Tgoe se le llama constante dimensional.

Aunque el sistema sexagesimal (de base 60) nos resulta “mas familiar”,
en fisica y mateméaticas mas avanzadas, no es corriente expresar
la medida de angulos en grados sexagesimales, porque con este
sistema se introducen constantemente complicaciones innecesarias
en las formulas. El sistema circular para la medida de angulos elimina
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esta complicacion. Por otro lado, como que el propdsito de este libro
es el estudio de las funciones de variable real, es preferible utilizar el
sistema circular que asocia numeros reales a las amplitudes de los
angulos.

Una interesante relacion se establece entre el area de un sector circular
en el circulo tipico y la medida del angulo centran en el sistema circular
asociado a ese sector.

El area del sector circular se determina mediante la férmula:

Ag o
Ap 360°

caso en gue a se mida en grados sexagesimales y donde

A Area del sector

A_: Area del circulo

Cuando a se mida en radianes la formula adopta la forma:

Ax _ _a@ y para el caso en que el circulo sea tipico, como r=1
nrz 27T se tiene:

A i
L =—=22nA, =na = a =24,
T 2T

Observe esta relacion en Figura 2.3.

Figura 2.3

Al estudiar las funciones hiperbdlicas se volvera a esta relacion al
establecer las diferencias y similitudes entre ambas.
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#r PINCELADA HISTORICA

Figura 2. 4 Hiparco de Nicea

A Hiparco de Nicea (Nicea, c. 190
a. C.-c. 120 a. C.) se debe una
tabla de cuerdas para resolver
triangulos, la que comenzd con
un angulo de 71°, llegando hasta
180° con incrementos de 71°,
la tabla daba la longitud de la
cuerda delimitada por los lados de
determinado angulo central que
corta a una circunferencia de radio
r. Con él, la historia de la trigonome-
tria, iniciada siglos antes con la
tabla de arcilla Plimpton 322 de
Babilonia y el papiro de Ahmes en
Egipto, continuaba en los tiempos
de la Grecia clasica, durante el
siglo Il'a.C.

2.2. Relaciones trigonométricas de
un angulo agudo en un triangulo
rectangulo.

Consecuente con el exergo planteado
en el encabezamiento del capitulo:”El
triangulo, ahora, no es considerado ya
en y de por si, sino en relacion con otra
figura, en relacion con el circulo” se
desarrollara este andlisis en base a la
figura 2.3.

p”” AC=361

DF=111
e~ EG=055

a & F B

k AG=083 AF =166

Figura 2. 5 Razones trigonométricas de un angulo
agudo en un triangulo rectangulo.

En figura 2.4 se tiene un triangulo
rectangulo 4ABC con lados AB=3 u,
BC=2 u 'y en consecuencia

AC =+3%2 422 =+13 ~ 3.6055...~ 3.61

y dos circunferencias de radios con
magnitudes 2 y 1 respectivamente,
estas circunferencias determinan los
triangulos 4AFD y A4AGE tales que
AABC~4AFD~4AGE por ser todos
rectangulos y tener «<a comun, por lo
tanto sus lados homologos son
proporcionales; de aqui que las
razones trigonometricas se comportan
segun se muestra en la siguiente tabla:
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Relacion 4ABC AAFD AAGE
trigonométrica
Seno (sen)
sen(a) BC sen(a)=EG=0.55
_ Cateto opuesto sen(a) = ac sen(a) = ——
- Hipotenusa — 2 —055 | — 1.11
361 T2
Coseno (cos)
cos(a) AB _ cos(a)=AG=0.83
_ Cateto adyacente cos(a) = ac cos(a) = —
~ Hipotenusa B i —os3 | = 1.66
361 2

Tangente (tan 6 tg)

tan(a)
Cateto opuesto

 Cateto adyacente

BC 2

tan(a) = YT imE
=067 111
1.66

EG
t =—

an(a) c

_ 255 _ 067
083

Cotangente (cot)

COt(Cf) = m C{Jt(ﬂf) = W
=149
secante (sec)
1 1
sec(a) = cos(@) sec(a) = 083
=12
Cosecante (csc)
1 1
cse(a) = m io“f;(g) =038

De la tabla anterior se infiere que si utilizamos la circunferencia
tipica para calcular las funciones trigonométrica es posible reducir el
problema a determinar la abscisa y la ordenada del angulo central
como se muestra en Figura 2.4
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<M B'= (0.5, 0.87) Seno | Coseno | Tangente
60° ”% 0.87 |05 % 174
, 2m[0.87 [-05 087 _
120° - 43;1 L 1%%7 1.74
240° > — —o5 = 174
300° %5_311 -0.87 | 0.5 % _ 174
B, = (¥5~087) B, = (05,-087) Ereopiléadagéé;tica se infieren varias
Figura 2.4 Por tratarse de la circunferencia tipica

entonces, se cumple la siguiente
relacion pitagorica:

R_1. (sen(a))*+(cos(a))?*=1 Esta relacion es conocida como identidad
fundamental.

A partir de ella podemos encontrar otra expresion para el cos (g) dado
1

que sen(g)ZO.SZE por la identidad fundamental se tiene

(sen (g))z + (cos (g))z =1
(e (g))z =1 (sen @)2 = cos(§) = [1-(sen(
@)= 1= =)= 13- [ (-

cos (g) = ? = 122 =~ 0.865

9L
S
%]

Cateto opuesto

De la relacion tan(a) =

R_2. tan(a) = 2%

cos(a)

se tiene que

Cateto adyacente

y _ 1 . 1 )
De la relacién cot(a) = rante SE€ tiene que cot(@) = mm de aqui se

tlene cos(a)
R 3. cot(a) = cos(@)

sen(a)
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#r PINCELADA HISTORICA

Figura 2. 5 Aryabhata

El astrénomo y matematico hindu
Aria Bhatta (476-550d.C.) estudio
el concepto de «seno» con el
nombre de ardhajya, siendo ardha:
‘mitad, medio’, y jya: ‘cuerda’. Los
arabes que tradujeron estas obras,
se referian a este término sanscrito
comojibape, peroenelarabe escrito
se omiten las vocales y el término
quedd abreviado jb. Escritores
posteriores que desconocian el
origende la palabra creyeron que
jb era la abreviatura de jiab (que
significa ‘bahia’). A finales del siglo
Xll, el Gerardo de Cremona (1114-
1187) tradujo estos escritos arabes
al latin, reemplazando jiab por su
contraparte latina sinus (‘hueco,
cavidad, bahia’). Luego, ese sinus
se convirtio en el espafol «seno».

De figura 2.4 y la correspondiente tabla
relativa a las funciones trigopnométricas
de los angulos

se tiene la siguiente tabla relativa al
signo y el valor de las funciones
trigonométricas en cada cuadrante
(C).

1C nc nc IvC
a (g _ a) (m—a) | (M+a) | 2n —a)
SENO +sen(c) | +cos(a) | +sen(a) | —sen(a) | —sen(c)
COSENO +cos(a) | +sen(a) | —cos(a) | —cos(a) | +cos(a)
TANGENTE +tan(a) | +cot(a) | —tan(a) | +tan(a) | —tan(a)
COTANGENTE | +cot(a) | +tan(a) | —cot(a) | +cot(a) | —cot(a)
Observe el  siguiente recurso

mnemotécnico’:

Primer cuadrante: todas las relaciones
trigonométricas tienen signo positivo.

Segundo cuadrante: tiene signo
positivo solo la relacion trigonométrica
que comienza con S: el seno.

Tercer cuadrante: tiene signo positivo
solo la relacion trigonométrica que
comienza con T: la tangente.

Cuarto cuadrante: tiene signo positivo
solo la relacion trigonométrica que
comienza con C: el coseno.

” mnemotécnico, ca. adj. Perteneciente o relativo
a la mnemotecnia. || 2. Que sirve para auxiliar a la
memoria
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fv PINCELADA HISTORICA

Figura 2. 6 Claudio Pto-lomeo (c. 100-
c. 170), astronomo y matema-tico
greco-egipcio

La primera y mas famosa obra de
Ptolomeo, escrita originariamente
en griego, se tradujo al éarabe
como al-Majisti (Obra magna). En
Europa, las traducciones latinas
medievales reprodujeron el titulo
como Almagesti, y desde entonces
se le conoce simplemente como
Almagesto. En esta obra, Ptolomeo

plante6 una teoria geométrica
para explicar matematicamente
los  movimientos y posiciones

aparentes de los planetas, el
Sol y la Luna contra un fondo
de estrellas inmoviles. Esta obra
no inclufa ninguna descripcion
fisica de los objetos del espacio.
Pto-lomeo  también  contribuyd
sustancialmente a las matematicas
a través de sus estudios en
trigonometria y aplicd sus teorias
a la construccion de astrola-bios y
relojes de sol.

La tabla de relaciones trigonométricas
elaborada a partir de la figura 2.4 se
puede extender a otros angulos de gran
importancia principalmente para su
empleo en demostraciones, soluciones
de ecuaciones trigonométricas vy
calculo manual como se muestra a
continuacion.

a S—
o |k @
0 o~ o — (=] =
o 2
-
2 ke
=] [S] —
~ 2
o
2 T
8 |r o i o =
~ S
-
o ke
g 2l |~ o = o
2
2 on 2] on
S RIx Do |1 |12 2 |en

I;O | = @|N @|N — —
:O,) Bl |~ @|N l§|m @
S

= |o o — o =
2

e B OE
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Ejercicio 2.1. Desarrolle los siguientes calculos:

1. Transformar el angulo de grados a rad:

1) 15° 2) 35° 3) 80° 4) 150°
6) 90° 7) 60° 8) 45° 9) 30°
2. Transformar el &ngulo de rad a grados:
1) = rad 2)= rad 3)3mrad
5 10

3. Calcular aplicando férmula de reduccion.

w W

O sen(——lr—)
22
r

O C0S (2 + g)
o tan(90° + 30°)

m

m
O cot(z -l—g)

o sen (g + §)+ tan(90° + 60°)

mw m w T
cos (;+ ;) * Sen (; + ;)

o]

5) 200°
10) 540°

4}1%rr rad

4. Determine las coordenadas del punto U que en un circulo unitario
generan los siguientes angulos y calcule el area del sector circular

asociado a cada uno

v, _T
. 30° . 6
e . 7
i. = vi. —
4 2
. 21
1. 240° Vil _2r
4
iv. = 117
3 viil. —
6

79 | €lementos de funciones trascendentes



2.3. Relaciones trigonométricas de la suma y de la diferencia de
los angulos

= (cos(a) , sen(a))

Q = (cos(B) , sen(B)

2 A5 J1\
R = ((cos(¢p) , sen())

Figura 2. 7 Circulo unitario con angulos suma para deducir las formulas correspondientes

En Figura 2.7 se muestra un circulo unitario de centro A en el origen de
coordenadas y sea el punto M=(1,0); ademas los angulos a generado
por el punto P (cos(a),sen(a)) y el angulo Bgenerado por el punto P
(cos(B),sen(B)); el angulo; ademas se tiene el angulo @=a+p generado
por el punto R (cos(¢),sen(®)).

Un anélisis del grafico de la Figura 2.7 aplicando los conocimientos
de geometria plana se tiene que AAMP=AAQR y en él MP = QR (1)
de ahi se tiene:

MP = /(cos(a) — 1)? + (sen(a))?

OR = J(cos(e) — cos(8))? + (sen(e) — sen(8)’
De (1) se tiene:
(cos(a) — 1)* + (sen(a))? = (cos(¢) — cos(B))* + (sen(p)) — Sen(ﬁ))z
(cos(a))? —2cos(a) +1 + (sen(a))2

= (cos(¢))? — 2 cos(¢) cos(B) + (cos(B))? + (sen(y))?
— 2sen(¢) sen(B) + (sen(f))?
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Aplicandolaidentidad fundamental (sen(a))?+(cos(a))?=1y simplificando
la expresion anterior se tiene:

-2 cos(a)=-2 cos(p) cos(P)-2 sen(p) sen(f)

cos(a)=cos(¢p) cos(f)+sen(q) sen(f) (2)
De p=a+p=a=0¢-

Sustituyendo en (2) se tiene:

cos(q-p)=cos(¢p) cos(B)+sen(¢p) sen() (3)

Como en esta demostracion no se han planteado condiciones para las
posiciones de los puntos situados sobre el circulo unitario la férmula
obtenida es valida para cualquier par de angulos.

A partir de la férmula (3) es posible obtener otras importantes
relaciones trigonométricas continuacion de las tres planteadas en
paginas anteriores, pero para ello es necesario hacer las siguientes
consideraciones:

Sean 6 y ¢ dos angulos cualesquiera y ay B otros dos angulos que
cumplen las siguientes condiciones:

La=>-6; B=¢

Aplicando (3) a estos angulos se tiene:
T

cos (g —-6— ¢) = cos (g - G)C()s(cb) + sen (5 — 6)sen(¢)

T

cos (E -6+ (IJ)) = sen(0) cos(¢) + cos(8) sen(¢)
sen(6 + ¢) = sen(6) cos(¢) + cos(6) sen(¢)
|La=§—& B=—¢
Aplicando (3) se tiene:

m

cos (g -0+ c,b) = cos (g — 9) cos(—¢) + sen (E - 6) sen(—¢)

cos (g —(6— c,b)) = sen(6) cos(¢p) + cos(8) (—sen(¢))
sen(6 — ¢) = sen(8) cos(¢) — cos(8) sen(¢)
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. a=6; p=-¢

Aplicando (3) se tiene:
cos(6-(-¢p))=cos(8) cos(-¢p)+sen(6) sen(-¢)
cos(6+¢))=cos(0)cos(¢p)+sen(0)(-sen(¢))
cos(6+¢)=cos(0)cos(¢p)-sen(0)sen(¢p)

V. a=6; B=¢

Aplicando (3) se tiene:

cos(6-¢)=cos(0) cos(p)+sen(0) sen(¢)

Cada una de las féormulas obtenidas constituyen una identidad y no
existen valores inadmisibles para las variables involucradas en las
mismas.

En general se tiene que:

R_4. sen(0+¢)=sen(0)cos(¢) + cos(6)sen(¢p)

R_5. cos(6+¢)=cos(0) cos(¢p) sen(8) sen(¢)

sen(6 + ¢) sen(0)cos(¢) =+ cos(8)sen(¢)

tan(6 + ¢) = cos(6 £ ¢)  cos(8) cos(¢) F sen(d) sen(¢)

Dividiendo por cos(8) cos(¢p) se tiene

sen(8) cos(¢) + cos(8) sen(¢) sen(6) + sen(¢)
tan(6 + ¢) = cos(8) cos() __ cos(8) ~ cos(¢)
- cos(8) cos(¢) F sen(8) sen(¢) 1F (Sen(ﬂ)) (sen((f)))
cos(8) cos(g) cos(8)/ \cos(¢)
R_6. tan(6 + ¢) = tan (@)+tan (¢)

1+tan (8)tan ()
En forma analoga se obtiene:

__ cot(8) cot{p)—1
R_7 CDt( g+t *?5) " cot(8)+cot (¢)

Si 6=¢ se obtienen las férmulas para el angulo duplo:
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sen(6+0)=sen(0)cos(6)+cos(8)sen(6)
R_8. sen(26)=2sen(0)cos(6)

En forma anéloga:
R_9. cos(28) = cos?8 — sen?8

_ 2tan(0)

R_10. tan(26) = 1-tan?(8)
_ cot?()-1

R_11. cot(26) = 2cot(6)

Ejercicio 2.2. Desarrolle los siguientes calculos y demostraciones.
1. Calcule:

a) sen(75°)

b) sen(105°)

c) cos (E)

12
d) tan(75°)

e) cot (S—ﬂ)

12
f) sen(5°)
d) cos(255°)

h) tan (111—:)

i) sen (—%)
2. Compruebe que

sec(8) sec (¢)
— tan (@)tan (¢)

3. Obtenga una férmula para:

sec(8 + ¢) = 1

sen(a+f+p)
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4. Demuestre que:

a. csc(20) = S—ec(e):sc ©)
_ lttan?(8)
b. sec(28) = 1 tan™(6)

5. Partiendo de que 36=26+0, obtenga las formulas para calcular las
relaciones trigonométricas del angulo triplo.

6. Demostrar que: cos* (6)- sen* (6)=cos(26)
7. Demuestre que:

a. sen’(B) = 71_“': 2F)

b. cos(B) = 71“0: (25>

A partir de estos resultados y haciendo 8 = E, pruebe que las rela-

ciones trigonométricas del angulo mitad son?

sen (g) == ’71 — C;S(ﬂ)
cos (g) == ’71 * czos(ﬁ)

By 1—cos(B)  sen(B
ta“(i)_ sen(f)  1+cos(B)

8. Calcule:

a) cos (g)
b) sen (g)

c) sen (22?)
d) cos(165°)

e) tan (i)

f) sen (— g)
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2.4. Funcion seno.
Cateto opuesto

Ya se conoce mediante la relacion sen(a) = “Hipotenusa  dUE para
cualquier numero real, el angulo que representa ese nimero en el
sistema circular tiene su correspondiente seno dado por la ordenada
del punto terminal de dicho angulo en la circunferencia unitaria
centrada en el origen de coordenadas. Por tanto es posible definir la
funcion f:R - R:f(x) = sen (x),vx € R; a esta funcion se le llama
funcion seno. Con la informacion que se tiene es posible mediante el
GeoGebra hacer una representacion de la misma, mostrando ademas
cOmo se genera Figura 2.8.

1
75

=2 m2 3m/2 u

Figura 2. 8 Grafica de la funcion f(x)=sen (x) simulada su generacién a partir de la
circunferencia unitaria.

Una gréfica de la funcion seno con los puntos mas significativos
trazada con GoeGebra se muestra en Figura 2.9

I=(-4.71, 1) K=(157 1)

\F\=[-9420] B=(62
10 i /-a

H="(-7.85, -1)

2= E =(3.14, 0} 5 =1(6.28,0)
4 / ]
) F471, -1

Figura 2. 9 Funcién seno con valores mas significativos: maximo, minimo y raices.

Propiedades de la funcion f(x)=sen (x)

» Dominio: Dom f= R Todo numero real tiene un valor para el seno.
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» Imagen: Im f= [-1,1] Esto se puede inferir del grafico de la figura
2.9 donde se muestran los valores maximo y minimo (1 y -1) pero
también se puede deducir de la identidad fundamental

(sen(a))z + (cos(a:))2 =1=cos(a) = ,1 - (sen(a))2 =1- (sen(a))2 =0

= (1 — sen(a))(l + sen(a)) >0=sen(a) e[-1,1] =
Imfc [-1,1] (1)
Habria que probar ahora que Vy, € [-1,1], 3 x € R: y =sen(x_0) lo cual
es cierto porque al definir el dominio de la funcién se expresd que

“Todo numero real tiene un valor para el seno”; de aqui se infiere que
[-1,1]SIm f (2)

De (1) y (2) se concluye que Im f=[-1,1]

» Interseccion con el eje y:

Del gréfico de la figura 2.9 se puede concluir que la grafica corta al eje
y en el punto (0,0). También analiticamente se tiene que

(f(x)=sen(x),¥Y x €R)=(f(0)=sen(0)=0)

» Ceros En figura 2.9 se observa que en el intervalo[0,2m1] la curva
corta en dos puntos al eje de las abscisas, en x=0y x=n1 ademas,
se observa que la curva también corta al eje x en todos sus
coterminales, los nimeros reales de la forma ki con k € Z.

» Periodicidad. Una funcion es periddica de periodo p si
fx+p)=f(x)vx € Dom fype R Enfigura 2.9 se muestra que la
curva “se repite” por periodos de 2m, analiticamente se tiene:

(sen(x +p) =sen(x) vxERyp € R*) © sen(x +p) —sen(x) =0Vx €
Rype R*

XxX+p+x X+p—x
@(ZCOS( > )sen( > )=0VxE]RypE ]R*)@

<:>(2005(x+2)sen(;)=0VxERypE R*)@sen(g)zo PE R &

@gzknconk €L e (p=2knmconk € Z'
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La funcién seno es periddica con periodo principal p=2m para k=1.

»

»

»

»

»

Maximo Global: En figura 2.9 se muestran los célculos realizados
con GeoGebra que da Max f:1, valor que en el intervalo [0,21]
corresponde a x=§ y que dada la periodicidad de la funcién seno,
este valor maximo se obtiene en todos los nUmeros reales de la
forma x = f + 2km

m+4kn  w(l+ 4k) "

s
x—§+2kn— > > keZ

Minimo Global: A partir de un anélisis similar se tiene que Min f:-1

3n 3m+ 4kmr w(3 + 4k)
x—?+2kn— 2 = 2 ok

EZ

Signo Se sabe que el seno es positivo en el primero y segundo
cuadrante y negativo en los demas, esto se constata en Figura 2.9.

(f(x)=sen(x)>0)=(x€]0+2kn,m+2kn [k €Z) =
(x € ]2km, 2k + D [k € Z)
(f(x) =sen(x) <0) = (x €+ 2kn,2n + 2kn [k €EZ) =
(xel]k+Vm (k+1)2n [k€Z)
Paridad f(—x) = sen(—x) = —sen(x) = —f(x) Vx € R= (fesimpar)
Monotonia
Analizando figura 2.9 se tiene:

En el intervalo de [0,27]
Vi 3
f(x) = sen(x) es creciente en [O,E] U i 21{]

: T 3n
f(x) = sen(x) es decreciente en >

Por la periodicidad de la funcion f{x)=sen(x) se tiene:

f(x) = sen(x) es creciente en [Zkﬂr, (4k ; 1)rr] u [(4k ; S)H, 2(k + 1);1]
- . (4¢k + V)m (4k +3)
f(x) = sen(x) es decreciente en[ > , > n']
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»

»

»

»

»

»

Inyectividad La funcién no es inyectiva por ser periddica.

Sobreyectividad: No es sobreyectiva porque el conjunto de llegada
es R=[-1,1] (imagen)

Aditiva Una funcion es aditiva si
fx+y)=f)+fOVx,yER

Para el caso del seno desarrollaremos el seno de la suma de angu-
los cuya deduccion se realizé anteriormente

sen(x+y)=sen(x) cos(y)+cos(x)sen(y)#sen(x)+sen(y)
Multiplicativa: Una funcion es multiplicativa si

fx*y)=f)~fVxyeR

Para el caso del seno buscaremos un contragjemplo para probar
que no cumple esta condicion; para

x=2; sen(2y)=2sen(y)cos(y)#sen(2)sen(y)
Puntos fijos: Tiene un punto fijo en x=0,dado que sen(0)=0
Continuidad: La funcion es continua en todo R

La funcion cumple las condiciones de contraccion y dilatacion respecto
alos ejes Y y X analizados en el primer tomo como se muestra en las
siguientes graficas:

(x) = i}-m*n[.r'}
flz) = sen(r)

g(z) = 2 sen() E

Figura 2. 10 Dilatacion / contraccion de la funcion seno res-pecto al eje de ordenadas.
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[IAVARYANVAY

-2

pla) sen(2 x)

flz) = sen(x)

Figura 2. 11 Dilatacion / contraccién de la funcién seno respecto al eje de abscisas.

Ejercicio 2.3. Haga un estudio similar al realizado con la funcion
seno de las siguientes funciones. Se prefiere que utilice para ello el
GeoGebra para graficarlas y la opcidon de “puntos especiales” para
calcular ceros, maximos, minimos y otros puntos como se observa en
figura 2.12

a) fifRoR: f(x)=3sen(x)—1,vxeR
b) FR>R: f(x)=-2sen(—x),VxeER

c) f:]]?&—»ll&:f(x)=sen(§),\fxe]l%
d) f:]]?&all&:f(x)=%sen(§),\fx€]lﬁ
e) ffR—-R: f(x) =sen(|x]),VvxER

f) f:]R—bllR:f(x):sen(\/}),VxER
g) FRoR:f(x) =

sen(vVx),vx € R D/’ S—
h) frR—>R:f(x) =
sen(2¥),vx eR
) frR-R:f(x)=
(25n®)), v x e R
il FRoR:f(x)=sen(x)+ =

3sen (’—;) + Bsen G) ¥ x € R Figura 2. 12 Opcion de puntos especiales
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2.5. Funcion coseno.

Analogo al estudio de la funcion seno se hara la del coseno partiendo
d | | 15 COS((I) = W d t | | H

e la relacion Hipotenusa  'Tediante la cual se asigna, a
cualquier numero real que represente al angulo @ en el sistema circular,
su correspondiente coseno, representado en la circunferencia unitaria
centrada en el origen de coordenadas, por la abscisa del punto
terminal de dicho angulo, lo que permite hacer su representacion
gréafica y definir la funcion f:R - R:f(x) = cos (x),Vx € R; la que se

designa con el nombre de la funcién coseno.

1
75

0

0 25 m/ m
-0,

.75

-1

Figura 2. 13 Grafica de la funcion f(x)=cos (x) simulada su generaciéon a partir de la
circunferencia unitaria.

—m/2

La referencia de que, en la circunferencia unitaria centrada en el
origen de coordenadas, la abscisa del punto terminal de dicho angulo
representa el coseno, permite construir en GeoGebra la gréfica de la
funcion (figura 2.13); obsérvese en la gréafica el arco de circunferencia
que posibilita la traslacion de la longitud de la abscisa de punto de
coordenada correspondiente al angulo de 30° , hasta una posicién en
el eje de ordenadas, el cual se refleja en la grafica del coseno, para
generar punto a punto esta grafica de la funcion coseno.

Una grafica de la funcion coseno con los puntos mas significativos
trazada con GoeGebra se muestra en Figura 2.14
|=(-6.28, 1)

\A:(-ﬂ 0) ‘laqé;ko:m 71,0) 1.57,0) E=(157,0) p:éw}
12 10 / i i / 0 2 / 5
042 1) L F 1314, -1)

Figura 2. 14 Funcién coseno con valores mas significativos: maximo, minimo y raices.
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Propiedades de la funcion f(x)=cos (x)

» Dominio: Dom f= R Todo numero real tiene un valor para el coseno.

» Imagen: Im f= [-1,1] Esto se puede inferir del grafico de la figura
2.14 donde se muestran los valores maximo y minimo (1y -1) pero
también, al igual que con el seno, se puede deducir de la identidad
fundamental

(sem(ar))2 + (cos(a))2 =1=sen(a) = [1- (cos(a))2 =>1- (cos(a))2 =0

= (1 - cos(a))(l + cos(a)) =0=cos(a) €[-1,1] =
Imfc [-1,1] (1)
Habria que probar ahora que vy, € [-1,1],3 x, € R:y, = cos(x,) |0 cual es

cierto porque al definir el dominio de la funcion se expresd que “Todo
ndmero real tiene un valor para el coseno”; de aqui se infiere que

[-1,1]SIm f (2)
De (1) y (2) se concluye que Im f=[-1,1]

» Interseccion con el eje y:

Del gréfico de la figura 2.14 se puede concluir que la grafica corta al
eje y en el punto (0,1). También analiticamente se tiene que

(f(x) =cos(x),Yx €R) = (f(0) = cos(0) = 1)

Haciendo un alto para continuar, es conveniente analizar la funcion
coseno comparandolo con la funcién seno, hasta el momento se ha
visto que ambas funciones coinciden en dominio e imagen vy difieren
en la interseccion con el eje de ordenadas; en Figura 2.15 se muestra
la relacion entre el seno y el coseno.

125

1
\0,75
0
025
/2 0 m 12 o
025
N A

= o

-125

Figura 2. 15 Relacidn entre la funcion seno y coseno
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Observe en la gréfica de figura 2.15 que los valores de la funcion cos(x)
se “desplaza” g unidades respecto a la funcion sen(x), por mencionar
solo dos puntos significativos, sen(0) =0; cos(5) =0; en x = 0f(x) = sen(x)
tiene un maximo; en x = g f(x)=cos(x) tiene un maximo.

Pero esta “inferencia visual” se debe demostrar analiticamente; para
ellos hay que partir de dos identidades:

(1) cos(—x) = cos (x) (2) cos (% — x) =sen(x)vx €R

Sea f(x)=cos(x) aplicando las identidades anteriores se tiene:

(f(x) =cos(x),Vx ER) = (f(x) = cos(—x) = cos (g—g—x),\fx € R) =

= (f(x) =cos(g—(g+x))‘v’xeﬂﬂ)=> (f (x) =sen(x+g),VxER

Esdecir, quelafuncién cosenonoes mas que lafuncion senotrasladada

L . . . . .

> unidades hacia la izquierda. Luego, muchas de las propiedades de
la funcion coseno son las mismas que las propiedades de la funcion
seno o pueden deducirse de ella.

» Ceros En figura 2.14 se observa que en el intervalo[0,2n] la
curva corta en dos puntos al eje de las abscisas, que aplicando
el criterio de trasladar los valores del seno 2 unidades hacia
la izquierda se tiene que los ceros de la funcién coseno son
x=0+§yx=n+§=3—: x=§yx=3?n ademas, se observa que la
curva también corta al eje x en todos sus coterminales, los nUmeros

reales de la forma @™ ok € 7.

» Periodicidad. La funcion seno es periddica con periodo principal

p=2mn para k=1. Haciendo una traslacion de 2 unidades a la
izquierda no altera el periodo por tanto la funcion coseno es
periodica de periodo p=2rr.

» Maximo Global: (Im f=[-1,1])=Mdx f:1
Se alcanza en (f(x) =cos(x) =1) = (x =2km,k €L )
» Minimo Global: (Im f=[-1,1])=>Min f:-1
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»

»

»

»

»

»

»

»

Se alcanzaen (f(x) =cos(x) =—-1)=2>(x=2k+ 1, k€Z)

Signo De los signos del seno trasladando los valores de X, /2
unidades a la izquierda se tiene:

Paridad f(—x) = cos(—x) = cos(x) = f(x) Vx € R= (f es par)
Monotonia

. . w . .
Trasladando a la izquierda el valor de x, ; unidades los intervalos
de monotonia de la funcion seno se tiene para f(x)=cos(x) :

f{x)=cos(x) es creciente en[(2k-1)m,2kmn]
f(x)=cos(x) es decreciente en[ 2km,(2k+1)m]

Inyectividad La funcién no es inyectiva, porque la funcion es
periddica

Sobreyectividad: No es sobreyectiva porque el conjunto de llegada
es R#[-1,1] (imagen)

Aditiva La funcién no es aditiva; un contraejemplo lo evidencia

f+y) =fx)+fOVxyeR

COS(;-I—%)2005(2)=0¢COS(§)+COS(%)=%§+%:\/§2+1

Multiplicativa: Una funcion no es multiplicativa

Para el caso del coseno buscaremos un contragjemplo para probar
que no cumple esta condicién; para

x=2; cos(2y)=cos? (y)- sen? (y)#cos(2)cos(y)

Puntos fijos: La funcién f(x)=cos(x) tiene un punto fijo pero que
no es tan facil de calcular como el caso de la funcién seno, pero el
GeoGebra facilita este célculo como se muestra en la figura 2.16
con un célculo mediante el calculo simbdlico (CAS) y empleando la
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representacion graficay la determinacion del punto de interseccion
de la curva de la funcién coseno y la recta y=x.

1 cos(x) = x
— cos(x) =x
2 %1
ResolucionN:-  {x = 0.74}
A=(0.74,0.74)
fx) T cos(x)
s o
=1
=2
gl =%

Figura 2. 16 Punto fijo de la funciéon coseno

» Continuidad: La funcién es continua en todo [R
Lafuncion cumple las condiciones de contraccion y dilatacion respecto

alos ejes Y y X analizados en el primer tomo como se muestra en las
siguientes gréficas:
g(z) = 2 cos(z)

f(a) = cos(x)

Mz = 3 cos(x

S.g

-2

Figura 2. 18 Dilataciéon / contraccion de la funcidn coseno respecto al eje de ordenadas.
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}M_J"] = cos(2 x)

flx) :l,\cos(;r)

{om - 2, 3 l .
glx) == lcos 2 b

Figura 2. 17 Dilatacion / contraccion de la funcién coseno respecto al eje de abscisas.

Ejercicio 2.4.Haga un estudio similar al realizado con la funcién coseno
de las siguientes funciones. Al igual que lo planteado en ejercicio 2.3
se prefiere utilizar el GeoGebra para graficarlas y emplear la opcion
de “puntos especiales”.

a) ffR->R:f(x)=3cos(x)—1,vx ER
b) f:fR->R: f(x) =—-2cos(—x),VvxeER

c) R R: f(x) ZCOS(J—;),VJCE R

d) f:ReR:f(x)zécos@),VxE]R
e) fR-oR: f(x) =cos(x]),vxeR
f) f:ReR:f(x)zcos(\/E),VxER
g) f:ReR:f(x):cos(\/}),VxGR
h) ffR->R: f(x) =cos(2¥),vx ER
) fiR-R:f(x)=(2°W),vxeR
i f:[[%—ﬂR:f(x)=cos(x)+3cos(§)+5cos(§) VxeER

Aunque el grafico de la figura 2.19 incluyen las graficas de dos
gjercicios planteados en los grupos de ejercicios 2.3 y 2.4, por
la belleza y curiosidad de las mismas se incluye en el texto como
elemento motivacional, para que los lectores desarrollen los ejercicios
planteados.
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Figura 2. 19 Gréficos que muestran la combinacion de la funciones seno y coseno.

2.6. Funcion tangente.

Aligual que con las funciones seno y coseno comenzaremos a estudiar
Cateto opuesto
Cateto adyacente
mejor, como ya se estudiaron las funciones seno y coseno, se tiene la
identidad tan(a) = %4
cos (a)
que existen valores de a para los cuales no existe la tangente, en

la funcion tangente a partir de la relacion tan(a) =
En este momento ya podemos constatar

particular aquellos que satisfacen la ecuacion cos(a)=0, es decir,
a = g y todos sus coterminales; pero esto queda para el momento de
analizar el dominio y la imagen de la funcion, por el momento esta se
define de la siguiente forma: f:R - R: f(x) =tan (x),vx € R; la
que se designa con el nombre de la funcion tangente.

La generacion de la gréfica de la funcién tangente a partir de la
circunferencia unitaria se muestra en figura 2.20
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|II -mi2 I ' miz m mi2 m
—D.25f
081
751
11
-1.25 {
-1.51

-1.751
_2 1
-2.251

Figura 2. 20 Grafica de la funcién f{x)=tan(x) simulada su generaciéon a partir de la
circunferencia unitaria.

Observe que la linea utilizada para generar el grafico de la funciéon es el
segmento de tangente que pasa por el punto (1,0) de la circunferencia
unitaria e intercepta al lado del angulo que no coincide con el gje x.

Aligual que para el estudio de las funciones seno y coseno se muestra
una grafica de la funcion tangente con los puntos més significativos
trazada con GoeGebra. Figura 2.21
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1}
=
~J
-
=
—

=(4719) H—(1.57,0) L=(1.57,9) F

74 -6 -51 -4 -3 -1 1 2 4 5 7
A={6.28, 0) B {3 1400 CA(0,0) D=ﬁ:.14, 0)| E 5(6.28, 0)

-5
Figura 2. 21 Funcion tangente con valores mas significativos: raices y asintotas.

Propiedades de la funcion f(x)=tan (x)

La primera informacion que nos brinda la grafica de figura 2.21 es que
la funcién tangente no es continua se dijo en la introduccion del
epigrafe el punto de discontinuidad esta en los valores tales que

_ (k+1)m

———I—k ;kEZ

» Dominio: De lo analizado respecto a los puntos de discontinuidad

se puede concluir que:
Rk + )mw
Dom f =D = R\ xE]l%lxzf;kEE

» Imagen Aunque se puede hacer una artificiosa deduccion para
concluir que Im f= R pero en este caso el gréafico es evidencia
suficiente®.

8 Para profundizar ver Ocho Rojas, R. (2008). Funciones y temas afines (Vol. Il). La Habana,
Cuba: Pueblo y Educacion.
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sen(a)

» Ceros: A partir de la identidad tan(a) ="=°> se tiene que tan(a)=0
para los valores tales que sen(a)=0 situacion ya analizada al estudiar
la funcién seno, de modo que son ceros de la funcion tangente
todos los numeros reales de la forma km con k€ Z

» Periodicidad.
(tan(x + p) = tan(x) vx e Ry p € R") < (tan(x +p) — tan(x) = 0
Vx, x+p€EDyp€ R")

sen(x +p) sen(x)
< (cos(x +p) cos(x)

=0VvVx, x+peDype ]R*)(:)

sen(x + p)cos(x) — sen(x)cos(x + p)
< ( cos(x + p)cos(x)

=0Vx, x+p€EDypE R‘)(:}

( sen(x +p —x)

————=0V €D € R e =0pe R"&
cos(x + p)cos(x) %noxte rp ) sen(p) =0,p

op=km kel

Del resultado final se infieren que la funcion tangente tiene por periodo
principal para k=1,p=n

» Maximo Global, Minimo Global: Como Im f= R Ia funcién no tiene
ni maximos ni minimos globales.

» Signo: Como la tangente es positiva para los angulos primero y
cuarto cuadrante, eso se expresa del siguiente modo:
_ (2k+1)n’
(f(x)=tan (x) > 0 & (x € ]kn, — D

(fx)=tan(x) <0 & (x € ]w,(?c + )m D

» Paridad:
(f(-x)=tan(-x)=-tan(x)=-f(x),¥ x€D)=(f es impar)
» Monotonia

. T ., . .
En elintervalo ]—;,;[ la funcion f{x)=tan(x) es estrictamente creciente;
como su periodo es ki1, entonces es también estrictamente creciente
en cada intervalo de la forma ]kn —g,kn+ g[ - ]@ @[
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»

»

»

flx+y)=fx)+f)Vx,yER

t

»

X

»

»

Inyectividad La funcion no es inyectiva, porque la funcion es

periodica

Sobreyectividad: Es sobreyectiva porque el conjunto de llegada

es R =R (imagen)

Aditiva La funcion no es aditiva; un contraejemplo lo evidencia

an (E+ E) = tan (g) = no definida # tan (g) + tan (E) =43+ \/;

3 6

33 +1
-3

6

Multiplicativa: Una funcion no es multiplicativa

Para el caso de la tangente buscaremos un contraejemplo para probar
que no cumple esta condicion; para

2 tan(8)
= 2; tan(Zy) = m

+ tan(2)tan(y)

Continuidad: La funcibn no es continua, tiene punto de
discontinuidad en cada valor de x de la forma x :@

La funcion cumple las condiciones de contraccion y dilatacion
respecto a los ejes Y y X analizados en el primer tomo como se
muestra en las siguientes graficas:

#v PINCELADA HISTORICA

Figura 2. 22 Francois Viéte

Francois Viéte matematico francés (1540-
1603). Uno de los principales precursores del
algebra, al representar los parametros de una
ecuacion mediante letras. Ejercio gran influencia
en la trigonometria. Estructurd el “Canon” de la
trigonometria esférica, basado en el teorema
del seno y un teorema del coseno con férmulas
atribuidas posteriormente a Neper. Fue el
creador de una verdadera goniometria. En su
obra aparecian transformaciones algebraicas
mediante simbolos para la conversion o
transformacion de relaciones trigonométricas,
sin recurrir a figuras. Esto abarca desde.
los teoremas de adicion de las funciones
trigonométricas y el desarrollo de cosnty *2
como suma de funciones de cos t. hasta el
teorema de Moivre.
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Figura 2. 23 Dilatacion / contraccion de la Figura 2. 24 Dilatacién / contraccion de la
funcién tangente respecto al eje de orde- funcién tangente respecto al eje de orde-
nadas nadas

Ejercicio 2.5. Haga un estudio similar al planteado en ejercicio 2.3 y
2.4 con los siguientes ejercicios relacionados con la funcion tangente.

a) fR-R: f(x)=3tan(x) —1,vx€R
b) ffR—-R: f(x) =—-2tan(—x),vx€R
c) f:RaR:f(x):tanG),VxE]R
d) frR-R:f(x)=3tan(%),vxeR
e) R R: f(x)=tan(|x]),vx e R
f) f:]R—:R:f(x)=tan(\/§),VxE]R
9) ffR-R: f(x) = tan(vVx),vx €R
h) ffR-R: f(x) =tan(2*),vx€R
) fiR-oR:f(x)=(2""™),vxeR

i) fiR->R: f(x) = tan(x) + 3tan G) + Stan G)
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k) Dado los graficos de las funciones secante y cosecante haga un
estudio de los mismos analogos a los realizados en el texto con las
funciones seno, coseno y tangente.

pal 8 fs b ol x=.m

glr) = oos(z)

Figura 2. 25 Grafico de la funcién secante ~ Figura 2. 26 Grafico de la funcién cose-
cante
2.7. Funciones trigonométricas inversas.

Como se ha dicho las funciones trigopnométricas no son biyectivas,
por tanto, no tienen inversa, pero esta dificulta se puede superar
restringiendo el dominio de cada una y de esta manera obtener
funciones biyectivas.

T
Para el seno el dominio se restringe al intervalo [_E’E]
Para el coseno el dominio se restringe al intervalo [0,1]
Par la tangente el dominio se restringe al intervalo [—gg]
Quedando los graficos de la siguiente forma:

<whr =0, cos(x))

Figura 2. 27 Funcién seno con dominio Figura 2. 28 Funcién coseno con dominio
restringido restringido
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ec?:!(:rn’?

Figura 2. 29 Funciéon tangente con
dominio restringido

1.5

f(:.r_r} = sen™ ()

=1.5

Figura 2. 30 Grafico de la funcién
Arcoseno.

La funcion inversa del seno de un
angulo es (a=arcoseno(x)) significa
que x=sen(a).

Se define como:

fil-11] = [-5.5 | £@) = aresen ()

Es frecuente también la notacion sen (x)
Ejemplo sen™? G) =< porque sen (g) = i
De aqui se infiere que:

sen(sen” (x))=sen’ (sen(x))=x
Propiedades de la funcion f(x)=sen™ (x)
Dominio xeR|xe[-11]: —1<x<1
Imagen yER|y €[~ 5] - 2<y<
Ceros: Tiene un cero en x=0.
Monotonia: mondétono creciente.

Continuidad: Continua en todo su

dominio.
3 = sen’(0.73) a = sen(0.73)
— 46.89° — 0.82

Algebra
Muestra

Objetos auxiliares

Ordenar por

< % & x

Orden de construccion *

Descripciones
Definicion y valor *
Coordenadas. A=(x.y) ~

Unidad angular

| Radianes

Figura 2. 31 Respuesta en grados y radianes

Las funciones inversas tienen
aplicacion enlasolucion de ecuaciones
cuando estos resultados no coinciden
con angulos notables como puede

103 | €lementos de funciones trascendentes



0:5

Figura 2. 32 Grafico de la funcién

Arcocoseno.

Ceros: No tiene cero.

ser sen(a)=0.73 su solucion es a=sen’
(0.73)=46.89° 0

a=sen? (0.73)=0.82 (Figura 2.31)

La funcion inversa del coseno de un
angulo es (a=arcocoseno(x)) significa
gue analogo al seno se tiene x=cos(«a).

Definicion:

f:[-1,1]-[0,7]: f(x)=arccos (x), O pPOr cos
'(x)

CinmnlAa

11y _ @
1 cos (_) =3 porque

b X 2
cos (;) =7 yaligual que con el seno se
cumple que:

cos(cos™ (x))=cos™ (cos(x))=x
Propiedades de la funcion f(x)=cos™ (x)
DominoxeR|xe[-11]: —1<x<1

Imagen yER|ye[0,r]:0<y<m

Monotonia: mondtono decreciente.

Continuidad: Continua en todo su dominio.

Lafuncioninversadelatangentedeunéanguloes(a=arctan(x))=x=tan(a).

________________________

0.5

_________________

Figura 2. 33 Grafico de la funcion Arcotangente.
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Definicion:
f-R— ]— g,g[ : f(x)=arctan (x), o por tan’ (x)

Ejemplo tan™*(1) = E porque tan (E) = 1y se cumple que:

tan(tan™ (x))=tan® (tan(x))=x
Propiedades de la funcion f{x)=tan™ (x)

Dominio F.

m

Imagen yERlyE]—;,E[:—ggygg

Ceros: Tiene un cero en x=0.
Monotonia: mondétono creciente.

Continuidad: Continua en todo su dominio.

2.8. Ecuaciones trigopnométricas.

Una definicion inmediata de ecuaciones trigonométricas expresa que
son aquellas donde la variable aparece como el angulo de al menos
una razon trigonométrica.

Una definicion mas detallada es la siguiente:

Sean f{x) y g(x) dos funciones trigonomeétrica de variable x y sean D,
y D, sus respectivos dominios. Resolver una ecuacion trigonométrica
f(x)=g(x) significa determinar el conjunto S denominado conjunto
solucioén, conformado por los valores “r” tales que f{(r)=g(r); observe
que una condicidn necesaria para que cierto valor r sea solucion de la
ecuacion dadaesquer€D, y reD,

La solucion completa de una ecuacion es el conjunto S de todos los
valores admisibles de la variable que satisfacen la ecuacion. Al igual
que en el algebra, cualquier valor perteneciente a S se denomina una
raiz (o una solucion) de la ecuacion.

Si una ecuacion trigonométrica dada no es imposible, puede tener
0 no infinito numero de raices dependiendo de la estructura de la
ecuacion. Sila variable entra en la ecuacion sélo en forma de funciones
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trigonométricas, tendra un numero infinito de raices; (ejemplo4
cos? (x)+8 sen(x)+1=0) porque si X es una raiz, también lo son sus
coterminales. Pero si la variable que entran en la ecuacion también
tiene expresiones en forma algebraica (por ejemplo: sen(x)-x+1=0)
entonces el nimero de raices puede ser finito.

(=] = v & g x= x=

9 ecl:f(x) =0 =
— ecl: 8 sen(x)+4 cos*(x)+1=10
51

2 Resuelve:

{x=2klrr—%1r,x=2kzrr—21r}

Figura 2. 34 Las infinitas soluciones de la
Figura 2. 35 4cos’x+8senx+1=0

.. 2
ecuacion 4cos” x+8senx+1=0, tiene infinitas soluciones
mediante CAS del GeoGebra

1 f(x) =0

— sen(x)—x+1=0
2 51

ResolucionN: {x = 1.93}
3 Entrada..

- squ(r) —r+ 1

-2

Figura 2. 36 sen(x)-x+1=0 tiene una sola solucién, observe el comando CAS (ResolucionN);
resolucion numérica, mientras 3.34 dice solamente Resuelve

Generalmente en la enseflanza media soélo se tratan ecuaciones de la
primera clase porque las de la segunda clase sélo pueden resolverse
mediante métodos de aproximacion numérica o por métodos graficos
que dan también soluciones de limitada exactitud. Afortunadamente
mediante asistentes matematicos como el GeoGebra esta dificultad
estéa resuelta, como explicaremos con mas detalles.

€lementos de funciones trascendentes
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Las ecuaciones trigonométricas se presentan en diversas formas, y
las técnicas para resolverlas manualmente también son también muy
variadas, por lo que no puede darse una regla préactica aplicable a
todos los casos, pero el siguiente algoritmo es bastante efectivo:

Algoritmo

Para resolver ecuaciones trigonométricas:

1.

Analizar si se puede factorizar o realizar alguna otra transforma-
cion algebraica.

Transformar todas las funciones a un mismo angulo aplicando
identidades.

Expresar todas las funciones trigonométricas en términos de una
misma funcion.

Resolver la ecuacion haciendo transformaciones, considerando
como incognita la funcién trigonométrica en que quedod expresada
la ecuacion (factorizando o de cualquier otra forma).

Determinar los valores de x que satisfacen las ecuaciones
transformadas.

Siguiendo este algoritmo la ecuacion 4cos? (x)+8 sen(x)+1=0 se resuelve
del siguiente modo:

Paso 1: No tiene factorizacion.

Paso 2: 4cos? (x)+8 sen(x)+1=0=>4(1-sen? (x))+8 sen(x)+1=0=>

Paso 3:
R (4 sen(x) — 10)(4 sen(x) + 2) PN 2(2 sen(x) —5)2(2 sen(x) + 1) “ o

4 4
= 2sen(x) —5=0 6 2sen(x)+1=0

=2sen(x)=5 6 2sen(x)=-1

Paso 5:

5
= sen(x) = 2 > 1 (solucién imposible) 6

n 7n n  11m

1
sen(x)z—zszzn—k—:— 6 x=2mr——=—

6 6 6 6
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Solucion General:
7 11w
x:2kn+? 6x:2kn+?

Observe que estas soluciones son equivalentes a las dadas por
Geogebra con la diferencia que en esta los angulos se toman en
sentido contrario a las manecillas del reloj mientras la solucion del
GeoGebra estd tomada en el sentido de las manecillas del reloj.

En ocasiones no es indispensable expresar la ecuacion en términos
de una misma guncién como se muestra en la siguiente ecuacion:

sen(2x)+2 cos(x)=0
Paso 2: sen(2x)+2 cos(x)=0=>2sen(x) cos(x)+2cos(x)=0
Paso 4: 2sen(x) cos(x)+2 cos(x)=0=2 cos(x) (sen(x)+1)=0

Paso 5: 2cos(x):0=>cos(x):0=>x=§+2krr 6 x=3§+2kn

3
sen(x) +1=0=sen(x) =—-1= x=?+2krr

f(x) =0 =™ e
~ 2 cos(x) + sen(2 x) = 0 (@) = sen(22)+2 P(x
51

2 Resuelve

{x=2k1w+;w,x=2kzr—;n}

A= (4.71,0)
D% (4.71,0)!

a Entrada...

Figura 2. 37 Solucion de la ecuacion sen(2x)+2 cos(x)=0

Aunqgue de las distintas imagenes presentadas se puede inferir las
posibilidades que ofrece GeoGebra para la soluciéon de ecuaciones
es conveniete sistematizar el método mediante una ecuacion
trigonométrica “atipica” porque su solucion es mediante métodos
numeéricos de aproximacion, pero que el GeoGebra permite encontrar
la solucién por una via mas sencillas:

1
sen(x) — 2= 0
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& Punto

." Punto en objeto

_(" Limitar/liberar punto

¢ Interseccion C:
.

.* Medio o Centro

»Z NUmero complejo

Al =

| k) Extremos

% # Raices

Figura 2. 38 Opcion para punto
de interseccion de dos curvas

A = Interseca(f.g, (~1.11, —0.9))
= (-1.11, -0.9)

B = Interseca(f. g, (—2.77, —0.36))
— (-2.77,-0.36)

C = Interseca(f. g, (—6.44, —0.16))
— (-6.44, -0.16)

D = Intersecalg. f.(1.11,0.9))

— (1.11, 0.9)

E = Interseca(f, g, (2.77.0.36))

— (277, 0.36)

F = Interseca(f. g. (6.44,0.16))

— (6.44, 0.16)

Método # 1:

a) Descomponer la ecuacion en dos
funciones:

fG) = sen(x); g(x) =2

b) Mediante la opcion Interseccion del
menu Punto determinar los puntos de
interseccion entre las dos curvas en las
que se descopuso la ecucion:

1
sen(x) = p

flx) = sen(x)

1

h

glx)

Figura 2. 39 Puntos de interseccion de las curvas que representan las funciones f(x) y g(x)

Método # 2

a) Escribir la funcion completa f(x) = sen(x) —=

1
x

b) Mediante la opcién Interseccion del menu Punto determinar los
puntos de interseccion entre la funcién y el eje de las abscisas.
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=Y 2]
f(x) = sen(x)+% =

A = Interseca(f, EjeX. ( -3.H.D]J:

— (-3.44,0)

B = Interseca(f, EjeX, ( 6.12.0];E
— (-6.12,0)
C = Interseca(f. EjeX, (3.44,0)) i
— (3.44, 0)

D = Interseca(F, EjeX, (6.12,0)) *

— (6.12,0)
Figura 2. 40 Puntos de interseccién de funcién con eje de abscisas
FANEIES
'. .é:_ Angulo
E ,,‘:_ Angulo dada su amplitud

" Distancia o Longitud

""" Area ]

/4]/ Pendiente |

{1.2} Lista

aip Relacion

&/ Inspeccion de funciones - Figura 2. 41
Método # 3

a) Escribir la funcién completa f(x)=sen(x)-1/x
b) Usar la opcién de puntos especiales tratada enteriormente.

.- 2 =) .

f{x) = sen{x) + i

Raices(f, ~6.74,13.12)

- A= (-6120)
= B =(-344 0)
— C=(3440)
- D= (6120)

— E=(953.0)

Figura 2. 42 Funcién y empleo de la opcion de menu “puntos especiales” observe que en la
vista algebraica aparece el texto “Raices”
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Método # 4
Mediante el analisis de la funcién por intervalos.

GeoGebra tiene la opcion “Inspeccion de Funciones”, (figura 2.41)
mediante la cual es posible analizar la funcion por intervalos como se
muestra en la figura 2.43

5 v Propiedad | Vialos

M i (4 TH85 -0 78BE)
M i (10683  1.8125)
Raiz 144

]

Figura 2. 43 Determinar raices por intervalos mediante inspeccion de funciones

Método # 5 Mediante el Callculo simbdlico (CAS)

E‘ = v 31.55 (N ?‘\ K= X= .I.'r J- ‘i|

o ﬁ -

1 _
= sen(x)+ =0 Resolucion

numeérica
$lsen(x) + = = 0
2 ®
ResolucionN
{x=—-116.25,x = —87.95,x = —22.04,x = —18.8,x = —15.77,x = —12.49, x = —0.53,

Figura 2. 44 Calculo simbdlico

Una vez activada la vista CAS se tiene una pantalla como la que se
muestra en Figura 2.44.

El célculo simbdlico también pude aplicarse a la solucion de
inecuaciones como se muestra en figura
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a - x
M) >0A-Tex<d
= —?<x¢:4hsen[u:+::>ﬂ

12 1= Resueive($1)

12 := {—6.12 < x < —3.44,0 < x < 3.44}

Figura 2. 45 Solucién de inecuaciones trigonométricas con CAS

Ejercicio 2.6. Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas
utilizando las posibilidades que ofrecen los asistentes matematicos
como el GeoGebra.

2. cos?x—senix—senx =0

b. Jcos2x+cos x =+5serfx

C. log, +/17+senx=2

1

95@(5&}&!—1}—5 _ ﬁ

Py
e. 2arcsen(x) — cos(2x) :2
f. xsen?(x) =1
sen(x) _ _
— 1
h. x*cos(x) =0
. logsen(x) (cos(Zx) + 2sen(x)) =2
j_ gsen(x) _ 3,."sen(x)—1 =8
k. 2e7*sen(2x) =1
I. 2In(x) — sen(x)
m. earcsen(x) + esen(x) — 3

N. 10gian (x) X = 2cos (2x)

0. cos (log, x) =sen (log, x)
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2.9. Derivadas de las funciones trigonométricas y de sus inversas.

En

“Elementos de Funciones Algebraicas (Tomo )", epigrafe 3.7. que

trata sobre “Monotonia de una funcién (crecimiento o decrecimiento)”
y en él se planted las posibilidades del GeoGebra para calcular la
derivada de una funcion, asociando éste concepto al céalculo de la
pendiente de las rectas tangentes a una curva en cualquiera de sus
puntos; al respecto, en el referido libro se plantea:

A

...Si existiera una funcion, llamémosla d caracterizada por: d: x €
Dom f— m_Tf

mTf: Pendiente de la recta tangente a f en (x,f(x)) se podria concluir
que:

Si d(x)>0 entonces f es creciente
Si d(x)=0 entonces en (x, f(x)) hay un extremo de f
Si d(x)<0 entonces f es decreciente.

La funcion que se ha descrito existe, su estudio corresponde al
Célculo Diferencial y se llama derivada de la funcion f, posee las
bondades descritas, tiene diferentes notaciones, aqui se empleara
la notacion f'(x). y su estudio marcd un gran avance en el desarrollo
de toda la ciencia a partir del siglo XVII. (Lopez Fernanez, Crespo
Borges, Crespo Hurtado, & Palmero Urquiza, 2021), Pag.72

continuacion, se mostraran los graficos de las funciones

trigonométricas y de sus inversas con las derivadas respectivas.

O

O

f(x) = sen(x)
16 = 1x)
-, sl fx) cos(x)

/ 21 1 ] 3 4
f(@) A sen(}

-1

—r

Figura 2. 46 Funcion f(x)=sen(x) y su derivada f’(x)=cos(x)
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f(x) = u:as{x)E F(z) = —sen(x)

f'(x) = f'(x)

—. —sen(x)

Entrada...

flz) = cos(x)

-1

-1 o

N

Figura 2. 47 Funcion f(x)=cos(x) y su derivada f® =-sen(x)

@ fix) =tgkx)"

3
f(x) = F(x)
— tg(x)+1 2
+ Entrada
Flz) = tg(x)+1
f(2) = tg(a)
2 e 1 2 3

Figura 2. 48 Funcion f(x)=tan(x) y su

@ f(x) = cns“[:z_l

derivada f® =tan? (x)+1=sec? (x)

® () = senl(d)

: (':aﬁ'l{.r} _,fr[:]
3 J : 3 g : 25
flx) = Fi{x) f(x) = f(x)
. p ol g 1 2
= 1 - 2TT
+ trada + Entra 3
1 05 0 [ 1
05
05
05
-1
-15
fix)

(137 1

= sen’'(x)

Figura 2. 49 FUHCi("l f(x)=arccos(x) y su Figura 2. 50 Funcién f(x)=arcsen(x) y su

derivada fr(x) - __ -
M |

derivada ff[x) -
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® =&t iy ot
; g
® | 69 = — |~

+ | Entrada..
05 05 1 15 2
f(z) = tg"(x)
-1
(x) - 1
Figura 2. 51 Funcion f(x)=arctan(x) y su derivada f 21
3
fi(x) 5 —4 cos(x) sen(x) — cos(x)

cos®(x) — sen”’(z) — sen(x
= (-0.25, 1.13)

Figura 2. 52 Funcion y su derivada

En figura 2.52 se muestra el grafico de la funcion f{x)=cos? (x)-sen?
(x)-sen(x) y de su derivada f® =-4 cos(x) sen(x)-cos(x), la primera
representada en la grafica por una curva en color azul y la segunda
pOr una curva en color rojo.

En la grafica se ha querido destacar las propiedades de la funcion
derivada enunciadas en el tomo |:

a) Si d(x)>0 entonces f es creciente

Se ha coloreado en azul claro el area bajo la curva derivada,
correspondiente a los valores positivos de ésta, y se puede observar,
que la curva de la funcién (en azul) es creciente.

b) Si d(x)=0 entonces en (x, f(x)) hay un extremo de f
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Para los valores en los que la funciéon derivada corta al eje de las
abscisas, es decir los puntos donde fA’ (x)=0 se corresponde con las
abscisas de los puntos donde f(x) (curva en color azul) tiene un valor
extremo, es decir toma valores maximos o0 minimos relativos.

c) Sid(x)<0 entonces f es decreciente.

Coloreado en amarillo el area bajo la curva derivada, correspondiente
alos valores negativos de ésta, destaca, que la curva de la funcion (en
azul) es decreciente.

glz) = j"{y———\

Kie=T.3.14, 0)

flx) = SE(—I <zr< l.:-s'vll'](]'z) ('l.’lh‘(.('])

Figura 2. 53 Funcion definida por partes

En figura 2.53 se muestra una funcién definida por intervalo (o por
partes segun otros autores); haga un analisis similar al que se hizo de

la figura 2.52 respecto al comportamiento de la funcion y la funcion
derivada.

Ejercicio 2.7. Utilizando las posibilidades que ofrecen los asistentes
matematicos como el GeoGebra haga un analisis del comportamiento
de las siguientes funciones, sus derivadas y sus “puntos especiales”.

a. f(x) = 2arcsen(x) — cos(2x) —%

b. g(x) = xsen®(x) — 1

¢ fl)=*"E41

d. h(x) = x?cos(x)

e. k(x) =logsen(x) (cos(Zx) + ZSen(x)) -2
f. h(x) =9%n0) _3/sen(-1_g
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g. g(x) = 2e *sen(2x) — 1

h. f(x) = 2In(x) — sen(x)

i. h(x) = earesen(x) 4 gsen(x) _ 3

J. 9(x) = 10gan(x) x — 2 cos(2x)

k. f(x) = cos (log, x) — sen (log, x)

2.10. Coordenadas polares

Las coordenadas polares o sistema de coordenadas polares son
un sistema de coordenadas bidimensional en el que cada punto del
plano se determina por una distancia (r) y un angulo (¢l). Este sistema
es ampliamente utilizado en matematica fisica y muy especialmente
en la construccioén de gréficas.

De manera mas precisa, como sistema de referencia se toma:

» Un punto O del plano, al que se llama origen o polo.

» Unarecta dirigida (o rayo, o segmento OL) que pasa por O, llamada
eje polar (equivalente al eje x del sistema cartesiano).

Con este sistema de referencia y una unidad de medida métrica (para
poder asignar distancias entre cada par de puntos del plano), todo
punto P del plano corresponde a un par ordenado (r, 8) donde r es la
distancia de P al origen y 6 es el angulo formado entre el eje polar y la
recta dirigida OP que vade O aP.

El valor 8 crece en sentido antihorario y decrece en sentido horario.

La distancia r (r > 0) se conoce como la «coordenada radial» o «radio
vector», mientras que el angulo es la «coordenada angular» 0 «angulo
polar».

GeoGebra muestra el sistema de coordenadas rectangulares en forma
implicita, pero puede presentar el sistema polar mediante el menu de
opciones que se muestra en figura 2.54.
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Basico | EjeX | EjeY | Cuadricula

# Cuadricula visible

Atraccién punto-cuadricula: = En automatico 1)

<% 8 x

Tipo de cuadricula

[ Cuadriculas mayor y menor ']

Cuadricula mayor |
| Isométrico

Egti Cuadriculas mayor y menor

Color | Negrita

Figura 2. 54 Para seleccionar el sistema de coordenadas a utilizar

Una vez seleccionado el sistema de coordenadas a utilizar la pantalla
grafica del GeoGebra se transforma en un sistema de coordenadas
polares Figura 2.55.

En coordenadas polares las funciones trigonométricas juegan un papel
fundamental, porque entre otras cosas ellas permiten generalmente
simplificar las formulas asociadas a cada curva.

L3
5

. B
2 /
LI
1
@ = 30°00" i
2 5 4 5 2 4 % 2 3 4 & &

=

=3

Figura 2. 55 Sistema de coordenadas polares presentado por GeoGebra
Ejemplo:

La curva llamada Lemniscata de Bernoulli tiene por ecuacion en
coordenadas cartesiana la siguiente expresion:

(+y? J=a’ (xy° )
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Para a=2 el gréafico y ecuacion de la curva se muestran en la figura

2.56.

e 2y -d vy v dy?=0

=1

Figura 2. 56 Lemniscata de Bernoulli en
coordenadas cartesianas

Figura 2. 57 Lemniscata de Bernoulli en
coordenadas polares

La misma curva en coordenadas polares se obtiene mediante la

formula

r’=a? cos(20) y para el caso a=2 se tiene T = 2y/cos (26)

Otras curvas interesantes se muestran a continuacion:

Rosa polar de ecuacion r=2sen(40)

Figura 2. 58 Rosa polar de férmula r=2sen(46)

Rosa polar es el nombre que recibe cualquier miembro de una familia
de curvas de ecuacion r=cos(kB)por asemejarse a una flor de pétalos.
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La que se presenta en figura 2.58 tiene la particularidad de que su

area es la mitad del area del circulo donde esta inscrita, es decir:
2% ,

Ap = TN =2mu

-10 i Q-a/ 5 10

=10 Figura 2. 59 Espiral de Arquimedes

La espiral de Arguimedes (también espiral aritmética) Se define como
el lugar geométrico de un punto moviéndose a velocidad constante
sobre una recta que gira sobre un punto de origen fijo a velocidad
angular constante y puede ser descrita por la ecuacion polar r=a+b8,
siendo

r=z0abeERy 0<6<2m

#/PINCELADA HISTORICA

Luigi Guido Grandi (1 de octubre de 1671 - 4 de
julio de 1742) monje de la Orden de la Camaldula;
sacerdote, fildsofo, matematico, e ingeniero italiano;
estudié las curvas sobre una superficie esférica
y la familia rhodoneas (del griego rhodon, rosa),
escribiendo alrededor de 1725 un libro titulado
Flores Geometrici. La reputaciéon de Grandi lo
llevd al cargo de matematico de la corte del
Gran Duque de Toscana; también trabajé como
ingeniero Superintendente de Aguas del Ducado,
acometiendo el drenaje del Valle de Chiana. Visitd
Inglaterra en 1709, donde fue elegido miembro de
la Royal Society. La Uni-versidad de Pisa le nombrd
profesor de matematicas en 1714.

Figura 2. 60 Luigi Guido Grandi
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Cuando el parametro a cambia, la espiral gira, mientras que b controla
la distancia en giros sucesivos.

Arquimedes describi¢ esta espiral dos siglos antes de nuestra era en
su libro De las Espirales compuesta de 28 proposiciones y es uno de
los primeros ejemplos en los que un matematico griego define una
curva mecanica (una curva trazada por un punto en movimiento)

La espiral de Arquimedes tiene multiples aplicaciones:

»

»

»

»

En las bombas de compresion o compresores rotativos (scroll
pumps), hechos de dos espirales de Arguimedes del mismo
tamanio intercaladas, para comprimir liquidos y gases. Este es un
mecanismo que se utiliza en maquinas de aire acondicionado con
bajas emisiones de ruido.

Los surcos de las primeras grabaciones para gramoéfonos (Disco
de vinilo).

Pedirle a un paciente que dibuje una espiral de Arquimedes es una
manera de cuantificar el temblor humano; esta informaciéon ayuda
en el diagnostico de enfermedades neurologicas. Se usan en
sistemas DLP (Digital Light Processing (en espanol “Procesamiento
Digital de Luz”)), tecnologia usada en proyectores y televisores, en
ellos la espiral de Arquimedes minimiza el efecto de arcoiris, que
simula un despliegue de varios colores al mismo tiempo, cuando en
realidad se proyectan ciclos de rojo, verde y azul rapidamente.

Existe un método para trisectar angulos basado en el uso de esta
espiral.

Figura 2. 61 Tomado de Falconi
Asanza, A., Hernan-dez Crespo,
Franco, F. M., & Lopez Fernandez,
Raudl. (2020). Matematica en
Espiral

Figuras con espirales
talladas en la piedra del
barrio San Agustin,
Archidona, Ecuador
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Existen varios tipos de espirales con sus correspondientes ecuaciones
polares y algoritmos de construccion; para mas informacion ver el
libro “Matematica en espiral” (Falconi Asanza, A., Hernandez Crespo,
Franco, F. M., & Lopez Fernandez, Raul. (2020). Matematica en Espiral.
Editorial Universo Sur y Universidad Metropolitana de Ecuador.)

La estrofoide recta . _ cos(26)
cos(8)

Figura 2. 62 “La naturaleza es un libro abierto escrito en lenguaje matematico” Galileo
Galilei

Ejercicio 2.8. Utilizando las posibilidades que ofrecen los asistentes
matematicos como el GeoGebra descubra las gréficas que se
esconden tras las siguientes ecuaciones. Le sugerimos que si utiliza el
GeoGebra asigne el parametro “a” a un deslizador y active la opcion
“animacion” del deslizador y “mostrar rastro” de la funcién; con estas
opciones activadas podra generar “gréaficos artisticos” como el de la
figura 22.63.

Figura 2. 63 “grafico artistico”
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a. r = 2atan(8) sen(8) (cisoide)
b. r? = a?8 (espiral parabdlica)
c. log(r) = a? (espiral logaritmica o equiangula)

d. r=(1+ sen(#)) (cardiode)

e. r =asen(38) (rosade tres pétalos)

f. r= g(-‘-} cos(6) — sec (8)) (Trisectriz de Maclaurin)

g. r = 2acos(0) + h(caracol de Pascal)

2.11.Funcionestrigonométricas sistemas ecuaciones paramétricas

Recibe el nombre de sistema de ecuaciones paramétricas, un conjunto
de ecuaciones que permite representar una curva o superficie en el
plano o en el espacio, recurriendo a valores que recorren un intervalo
de numeros reales, mediante una variable, llamada parametro,
considerando cada coordenada de un punto correspondiente a la
curva como una funcion dependiente del referido parametro.

Ejemplo:

o = Angule{B. 0. A)

- 3687 ecl:x +y'=

2

a = r senfa)

- 3

b = r cos{a)

— 4

Figura 2. 64 Circunferencia de centro (0,0) y radior =5

En Figura 2.64 se tiene una circunferencia de centro en origen y
radio r=5, definida por la ecuacion x?+y?=25 y cualquier punto de
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la circunferencia como A=(4,3) satisface esa ecuacion; pero por los
conocimiento de coordenadas polares se sabe que cualquier punto
de la circunferencia cumple las siguientes condiciones x=r cos(a);y=r
sen(a).

Para el caso particular de la circunferencia x?>+y?=25 se tiene ahora el
x = 5cos(a)

= 5 sen(a)
se pueden determinar los puntos de la circunferencia que se estudia,

siguiente sistema con 0 < a < 2m mediante el cual también

pero ahora el célculo de los puntos de la curva depende del parametro,
a que varia en el intervalo 0<a<2n

Para ecuaciones paramétricas GeoGebra tiene el comando Curva
cuya sintaxis se muestra en Figura 2.65 tomando como ejemplo la
expresion paramétrica de la ecuacion de la circunferencia.

Cugyal <Expresidn=, <Expresidn=, <Pardmetro=_ <Valgr inicial=_ <\alor final= )

a = Curvald cosfa). 5 senfo), a, 0,

x= 5 cos{o)

0<a<h
¥ 55-r:n|:rn}} Sas6.2

Figura 2. 65 Sintaxis del comando Curva de GeoGebra

La Bruja de Agnesi (se pronuncia ‘afesi’) es una curva abierta que se
construye segun el siguiente algoritmo:

|. Se tiene una circunferencia cualquiera.

[I. Sean O y T dos puntos diametralmente opuestos sobre la
circunferencia.
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[Il. Sea otro punto cualquiera A de la referida circunferencia, tal que la
prolongacion de la linea secante OA corta en B a la perpendicular a
OT que pasa por T.

IV. Trazar dos lineas: una paralela a OT que pase por B, y otra
perpendicular a OT que pase por A, las cuales se cortaran en P.

V. Tomando como variable el punto A, se define el conjunto de puntos
P pertenecientes a la curva buscada.

La ecuacion paramétrica de esta curva (Figura 2.66) es:

L,:c = 2a cot (a)

= 2a sen’(a)

a=2 : ;'
A T Bp’

. L L L T - - - -

!
I
1

- -

ey ‘tga) Yo<a<628
y =2-2 sen’(a)

]
\
L4
B R i :
-8 -6 14 2 "Go 2 4 1 6 8
2 1
1 1
b = Curval2a ,2a sen’(a),a,0,27 !
tg(c) 1
1
1 1
x=2-2 1
1
1
1

Figura 2. 66 Bruja de Agnesi
#PINCELADA HISTORICA

Maria Gaetana Agnesi (1718-1799) fue una matematica italiana cuya
obra mas importante, Instituciones Analiticas, se tradujo a varios
idiomas y fue utilizada para aprender Matematicas durante mas
de cincuenta afios en muchos paises de Europa. En ella trataba
con sencillez y claridad temas, tan novedosos entonces, como el
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Célculo Diferencial e Integral; pero su
reputacion histérica fue distorsionada
por un error de traduccion, porque en
sus Instituzioni Analitiche, trabajaba
con la “curva de Agnesi” o0 curva
sinusoidal versa, “versiera” en italiano,
que significa “virar”, “girar”, palabra
que se tradujo al inglés, por un error
del traductor, John Colson, como la
“pbruja de Agnesi”.

Colson, era un respetado profesor
de Cambridge y consideré que este
trabajo era extraordinario, por lo que,
a una edad que superaba los 75
Figura 2. 67 anos, decidid aprender italiano con el
Maria Gaetana Agnesi (1718-1799) Unico fin de traducir ese libro, con la

buena intencion de que la juventud inglesa pudiera beneficiarse de
el, como lo hacian los jovenes de ltalia. La traduccion al inglés se
termind hacia 1760, el afio de la muerte de Colson, pero en su trabajo
confundio el término “versiera” por “avversiera” que en inglés significa
bruja, hechicera, (“witch”) y asi lo tradujo. Posteriores traducciones
y ediciones han mantenido el término. Quizas con mala intencion o
pretendiendo hacer un chiste sin gracia, quedando asi inmortalizada
en los libros de historia de la matematica y los autores de este libro
seguimos la tradicion.

Esta curva, fue discutida por Fermat en 1703 y se ha establecido
recientemente que es una aproximacion de la distribucion del espectro
de la energia de los rayos X y de los rayos opticos, asi como de la
potencia disipada en los circuitos de alta frecuencia de resonancia y
en Estadistica, la distribucion de Cauchy de una variable aleatoria se
expresa mediante una bruja de Agnesi.

La hipocicloide es otra curva interesante generada por la trayectoria
descrita por un punto situado sobre una circunferencia generatriz que
rueda sin deslizar por el interior de otra circunferencia directriz, sin
deslizamiento.
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Figura 2. 68 En dependencia de la

relacién k=1L se obtienen diferentes
hipocicloide;ﬂ.z Las de las figuras del
interior al exterior toman los valores
0,3,4,5,6,7.

Las ecuaciones generales de la
hipocicloide son:

x = (ry — rz) cos(a) + rycos [a: (1 B r_l)]

L}

x = (r; — 1) sen(a) + rysen [a (1 B :_])]

2

Ejercicio 2.9. Graficar las siguientes
funciones dadas en forma paramétrica.

Ejercicio 2.10.

x = sen(t + sen(t)
a) (v = cos (t + cos(t))
x =cos (t)
b) ly = tan"*(t)
x = cos(m t)
c) = sen ()0 SE=1
x =1+tan (t)
d) ¥ = cos (2t)
x = a(cos(0) — cos?(0)
e) y = a(sen(@) — sen(6)cos ()
x = 2 cos(a) — cos (2a)
f) y = 2sen(a) — sen(2a)
x = asec(0) + b tan ()
9) y =csec(f) + d tan (B)con ad # be
x = atan (a)
h) ly = b sec?(a)
N (X = b esc?(a)
) y = a cot (a)
. (x =tan(g) +sec (@) = T
D ly = tan(p) — sec (9) 29 =2

Por la curiosidad el grafico un tanto inesperado, hemos querido afiadir
la siguiente ecuacion paramétrica, le sugerimos que lo repita con su

asistente matematico.
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a = Curva(cos(f), sen(0 + sen(5 #)),0,0,2 =)

x = cos(f)

<0<62
y = sen(# + sen(5 #)) }D_ =5b

2.12. Funciones trigonométricas en curvas en el espacio.

Como una generalizacion de las ecuaciones paramétricas
presentaremos algunos ejemplos de curvas en el espacio, que se
rigen por los mismos principios afadiendo ahora la coordenada z
expresada en funciéon del parametro seleccionado.

Indudablemente que estas
curvas resultan mas
complejas de obtener, no
s6lo porque tienen mas
parametros, sino también
porgue Sse necesita buscar
la vista adecuada de su
presentacion.

a = Curva((2 + sen(1.5 t)) cosil.}.(2 +sen(1.5t)) sen(t), cos{1.5¢).8,0.2 %)

Dentro de estas curvas
%= (2 +sen(1.51)) eos(t) H : 2
g G rnentl Bl e SR resultaq qle particular interés
2= cos(151) las hélices que tienen
ecuaciones de la forma:

Figura 2. 69 Curva nudo de trébol x = rcos(wt)
y = &r sen(wt)
z =kt

Donde r es el radio de giro de la espiral, w es el angulo girado por
unidad de tiempo, t es el tiempo y k es el avance en el sentido de
z por una unidad de tiempo, e=+1 segun el sentido sea en el de las
manecillas del reloj o contrario a éste
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Ey Sco-s{u}
e f’*"‘[“’ 1885 < o < 18,85

T=-a

3
Figura 2. 70 Heélices

x=a cos{n)
o genfa)

Figura 2. 72 Hélices conicas

x = cosfa)
y = senfa) 1885 < < 18.85
z = sen(5a)
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CAPITULO IILI.

FUNCIONES HIPERBOLICAS.

Las funciones hiperbdlicas poseen propiedades similares a las
cuadraticas, con la diferencia de presentar una mayor dificultad en
la realizacion de su ajuste. La productividad marginal es creciente y
luego decreciente para un solo input variable.

Aspilcueta et al., (2008) estudia una funcion hiperbdlica lineal para
predecir la produccion diaria de leche en vacas con alto grado de

sangre Brown Swiss...

Cynthia Reyes

Modelos economeétricos para el desarrollo de funciones de

Figura 3. 1 Hipérbola generada por el
corte de un plano paralelo a dos de
sus generatrices.

produccion

3.1. Definicién y ecuaciones de la
hipérbola.

Definicion 1:

Una hipérbola (del griego UtrepBoAn)
es una curva abierta de dos ramas
obtenida cortando un cono recto por un
plano oblicuo al eje de simetria, y con

angulo menor que el de la generatriz
respecto del eje de revolucion

Definicion 2:

Una hipérbola es el lugar geométrico
de los puntos de un plano, tales que el
valor absoluto de la diferencia de sus
distancias a dos puntos fijos, llamados
focos, es igual a la distancia entre
los vértices, la cual es una constante
positiva.
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Figura 3. 2 Hipérbola

En figura 3.2 se muestra una elipse trazada segun la definicion 2,
con centro en el origen de coordenadas vy los focos F y F’ situados
sobre el eje de abscisas; por eso como el centro O esta en el origen
de coordenadas, las coordenadas de los focos son (-¢,0) y (c,0)
respectivamente, siendo ¢ una constante positiva, por lo que el
segmento. FF = 2¢. Sea P(x,y) un punto cualquiera de la hipérbola,
entonces por definicion 2 este punto satisface la definicion de lugar
geométrico que expresa que la diferencia de las distancias del punto
P a los focos es una cantidad constante que designaremos por 2a,
manitud que coincide con la distancia entre los vértices: vy’ = 2a.
, es decir que: |FP|—|F'P|=2a (1) siendo 2a<2c. La condicion
geométrica (1) es equivalente a las dos relaciones:

[FP| — |F'P| = 2a, (2)
|[FP| —|F'P| = —2a 3)

La relacion (2) es verdadera cuando P esté sobre la rama izquierda de
la hipérbola y la relacion (3) se verifica cuando P esta sobre la rama
derecha:

Por distancia entre dos puntos se tiene:

[FP| = (x —c)2 + y2, [F'P| = (x + ¢)? + y2

De lo anterior se infiere que la relacion (1) queda expresada ahora
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COomo:
Jax—o)2+y2 —J(x+c)2+y2=2a (4)

Jax—c2+y2—J(x+c)2+y2=-2a (5)
Transformando (4) se tiene:

Ja =P +y2=2a+/(x+)? +y?
(Vo= +7) = (2a+ /G ror+r)

(x— 0 +y? = 4a® +4a (VG + )7 +52) + (x + 0)? +y7
x2—2r:x+r:2=4a2+4a(m)+x2+2r}x+cz
—4cx — 4a® = 4a ((x + )2 + y2)

(ex +a? = (a(VEF o7 177))

c?x? + 2ca’x + a* = a’x* + 2ca’x + a*c? + a?y?

c?x? +a* = a’x? + a%c? + a’y?

(c? —a?)x? —a’y? = a*(c* — a?) (6)

Por ser c>a se tiene que c?-a?>0 designaremos por b?=c?-a2 (7)
Con la condicién de que: A4’ = 2b.

Sustituyendo en (6) se tiene:

b2 x2-g52 y2=a2 b2

La expresion anterior puede escribirse como:

x_ ¥ @®)

az  b?
La ecuacion (8) es la ecuacion cartesiana de la hipérbola con centro

en el origen de coordenadas y eje focal coincidente con el eje de
abscisas.
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Igual resultado se tiene al desarrollar (5)
Despejando y en (8) se tiene:

a
y=ig\#xz—azﬁxz—az20=:-(x—a)(x+a)2{)=>x2a;x£—a

Luego en el intervalo -a<x<a no estéa definida la hipérbola, (no existe
curva en ese intervalo).

Aligual que en las demas conicas se define la excentricidad “e” como

la relacion entre “c” y “a”: e = 2 en este caso se tiene: ¢ = £ = Y2
a c

por ser c>a

Cuando el eje focal coincide con el eje de ordenadas la ecuacion
adopta la forma:

iy (9)

aZ b2

Mas general cuando el centro de la hipérbola esta situado en un punto
cualquiera de coordenadas (h,k) las ecuaciones (8) y (9) adoptan la
forma:

(x-h)? _ -k)? _
— =1 (10)
o-k)? _ (x=R)? _
- =1 (11)

Cuando dos hipérbolas cumplen la condicion de que el eje transverso
de unaesigual al eje conjugado de la otra se dicen que son conjugadas

y sus ecuaciones respectivas son del tipo x* _ y* _ 1 y:ox? 1
az bz bZ 2

V2 19-x2/16=1

Figura 3. 3 Hipérbolas conjugadas
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w

2

Figura 3. 4 Hipérbola equilatera

| & = Superficia(f, 360", EjX)

1 u
[ : cmdil]
# .
= senfv)
u

Figura 3. 5 Hiperboloide de revolucién
de hipérbola equilatera

@ <N o= S0

wrecdsir @

rep—.

W i s o

e

Figura 3. 6 Esquema para general
cuerpos de revoluciéon con GeoGebra

En Figura 3.3 se muestran dos
hipérbolas conjugadas, observe la
relacion

2 2 2z 2

16 9 9 16

La hipérbola equilatera o rectangular
tiene la particularidad de que sus
ejes transversos y conjugados son de
igual longitud, es decir. a=b vy tiene
como forma particular mas simple
expresiones del tipo: xy = k =>y—i
En figura 3.4 se muestra el caso
en el k=1. Observe que los ejes de
coordenadas son las asintotas de la
hipérbola.

A partir de la hipérbola equilatera
mediante  GeoGebra es posible
obtener un interesante hiperboloide
de revolucion; superficie de revolucion
generada por la rotacion de una
hipérbola alrededor de uno de sus dos
ejes de simetria. Dependiendo del eje
elegido, el hiperboloide puede ser de
una o dos hojas.

Segun Mauricio Luzuriaga

Uno de los més peculiares proyectos
de hypars® en el pais (Ecuador) se
encuentra en Déleg, provincia del
Cafar. Se trata de la Iglesia Cristo
del Consuelo, iniciada en 1975. Es
disefiada, calculaday construida por el
ingeniero Luis Monsalve. Formalmente,
el templo de Déleg presenta 5 mantos
que convergen y se empinan hacia su
centro geométrico. Monsalve, confeso

° Hypar. Abreviatura del inglés de hyperbolic
paraboloid (paraboloide hiperbdlico)
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seguidor de la obra de Candela, si a
mano viene, se inspird en la Capilla San
Vicente de Paul en Coyoacan-Ciudad
de Mexico de 1958, de los arquitectos
Enrique de la Mora y Félix Candela,
misma que presenta tres mantos en
similar disposicion. (Luzuriaga, 2020)

Forma polar de la ecuacion de la
hipérbola r’=a sec(20) Figura 3.8.

Figura 3. 7 Interior de la Iglesia Cristo
del Consuelo

= cuma((vﬁ;y)_o.o.z-s_n) =
( 3

v'm;a). (00 <6.28)

Figura 3. 8 Forma polar de la ecuacion de la Hipérbola
Las formas paramétricas de la ecuacion de la hipérbola son:
Hipérbola abierta de derecha a izquierda:

x =asec(t) +h

= btan(t) + k

Hipérbola abierta de arriba hacia abajo:
{x =atan(t)+h

y = bsec(t) + k

En ambas férmulas (h,k) son las coordenadas del centro de la
hipérbola, a es la longitud del semieje mayor y b es la longitud del
semieje menor

Figura 3.9.
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K 6.28

£ 6.28

Figura 3. 9 Hipérbolas en forma paramétrica

Ejercicio 3.1. Dada las ecuaciones de las hipérbolas:

2y>-7x2=14
x2-9y2-4x++36y41=0

Trazar sus gréficos y los hiperboloides de revolucion de cada una
alrededor de los ejes de abscisas y ordenadas.

T e
2 AT 4

Figura 3. 10 Apolonio de Pergas

#/PINCELADA HISTORICA

Aunque el descubrimiento de las
conicas se atribuye a Menecmo (ca.
380 - ca. 320 a. C.), lo cierto es que
el primer tratado con ese nombre se
debe a Apolonio de Pergas, apodado
el gran geometra. suele darse como
aflo de nacimiento el 262 a.C., y el
190 a.C. como el de su muerte. Por
sus trabajos se sabe que Apolonio se
trasladd a Alejandria, en cuyo Museo
estudid y trabajoé con los sucesores
de Euclides durante bastantes afios;
también residié Apolonio en Efeso,
pero donde ultimé su obra mas
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importante, el Tratado de las Conicas, y donde permanecié viviendo
hasta su muerte, fue en Pérgamo, ciudad situada en el Asia Menor en
la que existia una biblioteca y museo creadas a imagen y semejanza
de las de Alejandria.

La obra sobre las conicas constaba de ocho libros de los que siete
han nosotros, en ellos sistematiza y generaliza los conocimientos
anteriores sobre las secciones coénicas, al tiempo que introduce una
vision totalmente nueva de estas curvas que se proyecta al futuro y
es que Indudablemente, en la obra de Apolonio se esbozan ideas
que después se convirtieron en la Geometria Analitica de Fermat y
Descartes, analizando sus libros se encuentra un estudio de las
conicas muy avanzado para su tiempo:

Libro I: en él se plantea la construcciéon de las conicas a partir de un
anico cono y en él explica el significado de los nombres de Elipse,
Parabola e Hipérbola — procedentes del lenguaje pitagorico de la
Aplicacion de las Areas— al obtener las conicas mediante relaciones de
areas y longitudes, en forma de proporcién, que daban retéricamente
la propiedad caracteristica de la curva, que en el devenir geométrico
Fermat convertiria en la propiedad especifica de la curva, definida
por su ecuacion, esto es posible porque evadiendo toda referencia
al cono generador, Apolonio considera ciertas lineas de referencia —
diametros conjugados o diametro-tangente—, que jugando un papel
de coordenadas, asocia a la curva, de modo que mediante Algebra
retérica expresaen funcion de esas lineas las propiedades geométricas
de la curva equivalentes a su definicion como lugar geométrico. Con
un instrumento parejo a las coordenadas, Apolonio descubrid los
puntos y las rectas notables de las conicas y describid casi todas
sus propiedades importantes. El libro Il: estudia las asintotas de la
hipérbola.

Libro Ill: estudia las propiedades de las tangentes y de los focos que
permiten trazar las curvas por composicion de movimientos y sirven
para definirlas como lugares geomeétricos.

Libro IV: estudia la intersecciéon de cénicas.

Libro V estudia los segmentos maximos y minimos —las rectas
normales—.

Libro VI se dedica a estudiar la igualdad y semejanza de conicas.
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Libro VII estudia relaciones métricas sobre diametros conjugados.

3.2. Propiedades de la hipérbola

Definiciones preliminares

»

»

»

»

Secante de la hipérbola: toda recta que corta a la hipérbola en dos
puntos.

Cuerda de la hipérbola: Segmento de secante limitado por los
puntos de la hipérbola.

Tipos de secantes y cuerdas:

» Secante/cuerda de primer género: cuando cortan una sola rama
de la hipérbola.

» Secante/cuerda de segundo género: cuando cortan a ambas
ramas de la hipérbola.

Tangentes a la hipérbola: Si se observa en Figura 3.11 entre las
rectas paralelas a secantes de primer género existen las que
cortan a la hipérbola en dos puntos, las que no la cortan y hay dos
rectas paralelas que cortan a la hipérbola llamadas tangentes a la
hipérbola que solo tienen un punto comun con la hipérbola. También
unatangente a la hipérbola se define como una recta que tiene con
la hipérbola un punto en comun y no es paralela a la asintota, esta
distincion se hace porque toda recta paralela a la asintota corta a la
hipérbola en un solo punto, pero no es una tangente a la hipérbola.

Secante

35
Cuerda
primer genero

Figura 3. 11 Secantes, cuerdas y tangentes a la hipérbola
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Propiedad # 1:

El segmento de tangente a la hipérbola, encerrado entre asintotas por
la curva, se divide por el punto de tangencia en dos partes iguales.

Segn
de t? ngente

-1

Figura 3. 12 Grafico asociado a propiedad # 1

La bisectriz g del angulo de coordenadas sirve de eje de simetria de
la hipérbola (Figura 3.12) el segmento BC de la tangente en el vértice
A encerrado entre los ejes de coordenadas se divide por el punto A
por la mitad, de manera que los segmentos AB y AC son simétricos
respecto al eje g

Propiedad # 2

Las areas de los triangulos, que se obtienen al cortar el angulo de
coordenadas por tangentes a la hipérbola xy=a, son todas iguales.

Area de IHO =2

5 6

Area de BOC =2 Area de GOF =2

Figura 3. 13 Grafico asociado a la propiedad # 2
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Figura 3. 14 Gréfico asociado a la
propiedad # 3

&

a

Figura 3. 15 Gréfico asociado a la
propiedad # 3

En Figura 3.13 se muestran tres
triangulos que se obtienen al cortar el
angulo de coordenadas por tangentes
a la hipérbola xy=a, en particular la
hipérbola xy=1, pero la propiedad
es valida para cualquier a y como se
muestra en la grafica las areas de
cada triangulo calculadas mediante
el GeoGebra son iguales a 2u?, pero
si esto no bastara y se exigiera una
demostracion general, basta con
calcular el area del triangulo BOC de la
Figura 3.12, Area goc = % =2u’ : luego,
el giro hiperbdlico del punto A hacia los
puntos Dy E no permite que el area de
la figura original cambie su valor.

Propiedad # 3

Los centros de todas las cuerdas
paralelas de la hipérbola se ubican en
una recta que pasa por el punto medio
de la hipérbola.

Sea 4B | una cuerda cualquiera de la
hipérbola;

C centro de la cuerda.

D punto de interseccion de la recta
OC con la hipérbola (Figura 3.14)

Si se realiza un giro hiperbdlico que
convierta el punto D en el vértice E
de la hipérbola, como se muestra en
Figura 3.15 entonces la recta OC se
transforma en el eje de la hipérbola,
mientras la cuerda AB adopta una
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Figura 3. 16 Grafico asociado a la
propiedad # 4

Figura 3. 17 Grafico asociado a la
propiedad # 4

Propiedad # 4

posicion que queda dividida en dos
partes iguales por el eje de la hipérbola.
Observe que esto es posible cuando
las cuerdas son perpendiculares al
eje de simetria de la hipérbola. Con
esta transformacion todas las cuerdas
paralelas a AB se transforman en
cuerdas perpendiculares al eje de la
hipérbola.

De lo anterior surge el concepto de
diametro de la hipérbola que es la recta
que pasa por el centro de la hipérbola.
El diametro de la hipérbola que divide
por la mitad a todas las cuerdas de
una direccion dada se denomina
diametro conjugado con estas Ultimas
e inversamente las cuerdas se llaman
conjugadas con el diametro que las
divide en dos partes.

Radio de la hipérbola bajo esta
denominacion se entiende a todo
segmento de radio comprendido entre
el centro y la interseccion del diametro
con la curva.

Las rectas trazadas por los extremos de una cuerda arbitraria de la
hipérbola paralelamente a las asintotas de ésta se cortan en diametro

conjugado con la cuerda.

En las figuras 3.16 y 3.17 se evidencia lo planteado en la propiedad,
pero una fundamentaciéon mayor se puede dar, para ello

Sean: BC cuerda arbitraria de la hipérbola.

D punto medio de la cuerda.

F punto de interseccion de la recta OF con la curva.

€lementos de funciones trascendentes | 1 42



Figura 3. 18 Graficos asociados a la
propiedad # 5

Figura 3. 19 Hipérbola unidad

Hagase el giro hiperbdlico que mueve
el punto F al vértice A, la cuerda BC
se adapta a las nuevas condiciones y
pasa a ser perpendicular al eje de la
hipérbola y las rectas CG y BG siguen
paralelas a las asintotas, en este caso
los ejes de coordenadas. Como el
eje de la hipérbola es bisectriz del
angulo formado por las asintotas, la
interseccion de las rectas CG y BG se
disponen sobre la recta FG.

Propiedad # 5

Las tangentes a la hipérbola en los
extremos de wuna cuerda elegida
arbitrariamente, se cortan en el
diametro conjugado con esta cuerda.

Observe que la demostracion de esta
propiedad sigue el mismo patron de
las demostraciones anteriores y la
dejamos a los lectores.

3.3. Funciones hiperbdlicas y sus
principales propiedades.

En Figura 3.19 se muestra la hipérbola
referida a los ejes de coordenadas
de ecuacion x%y2=1 llamada también
hipérbola unidad por analogia con
la circunferencia unitaria x2+y?=1
empleada en el capitulo | para definir
las funciones trigonométricas.

Otros elementos de esta hipérbola son:

a=1
b=1
c=12
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Ecuacion polar : r2= sec(20)

. . x = sec(t)
Ecuaciones paramétricas

[y = tan(t)

En Figura 3.20 se muestra la seccion derecha _de una hipérbola
unitaria en la cual se han trazado los radios 0A y OM, |os cuales con
el arco de hipérbola comprendido entre los puntos A y M determinan
un sector (coloreado en amarillo en la grafica). Al doble del area de
ese sector se llama angulo hiperbdlico t reorganizando las ideas y
precisando definicion se tiene que.

Un angulo hiperbdlico t es numéricamente igual al doble del area
del sector comprendido entre dos radios de la hipérbola y el arco de
hipérbola correspondiente.

Figura 3. 20 Seccion de hipérbola para definir funcione hiperbdlicas

En Figura 3.20 se han trazado, ademas:

» Una perpendicular MP del punto M de la hipérbola al diametro 04
que el eje de simetria de la hipérbola que la corta en el punto A.

» Una tangente a la hipérbola en el punto A que corta al diametro
OM en el punto N

Con estas lineas es posible definir las siguientes lineas de trigonometria
hiperbdlica analoga a las trigonométricas estudiadas en capitulo Il
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Seno hiperbdlico =El segmento PM de la perpendicular.
Coseno hiperbdlico = El segmento OP del diametro.

Tangente hiperbdlica =El segmento ANde Ia tangente a la hipérbola
en su vértice.

Obsérvese la analogia con las lineas trigonométricas definidas en el
circulo unitario.

Las longitudes de los segmentos PM,O0PyAN se llaman
respectivamente:

» Seno hiperbdlico del angulo t.
» Coseno hiperbdlico del angulo t.

» Tangente hiperbdlica del angulo t.
Designandose por:

senh(t)=PM
cosh(t)=0OP
tanh(t)=AN

En base a estas nuevas funciones las ecuaciones paramétricas de la
hipérbola se pueden escribir del siguiente modo:

Las formas paramétricas de la ecuacion de la hipérbola son:

Hipérbola abierta de derecha a izquierda:
{x = tacosh(t) + h

y = bsenh(t) + k
Hipérbola abierta de arriba hacia abajo:

{x = +asenh (t) + h
y = bcosh(t) + k

El gréafico de las tres funciones generados con GeoeGebra se muestra
en figura:

1 45 | €lementos de funciones trascendentes



g(z) =

hiz) = tgh(x)

cosh(x)

-2

-1

= senh(z)

Figura 3. 21 Gréficas de senh(t), cosh(t) tanh(t)

Propiedades de las funciones hiperbdlicas definidas

Funciones

Propiedades

Grafico

f(x)=senh(x)

Seno hiperbdlico

Dominio f: R

Imagen f: R

Acotamiento f: No acotada.

Puntos maximo y minimo: f no tiene puntos de
maximo ni minimo.

Periodicidad: f no es periddica.

Paridad: f es impar.

Monotonia: f es mondétona creciente.

Puntos deinterseccion con ejes de coordenadas:
fintersecta los ejes de coordenadas en (0,0)

Figura 3. 22 f(x)=senh(x)
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coseno hiperbdlico

flx)=cosenh(x)

Dominio f: R

Imagen f: ye R: y=1

Acotamiento f: acotada inferiormente porque
f(x)=1.

Tiene un punto minimo para x=0,f(0)=1

Periodicidad: f no es periddica.

Paridad: f es par.

Monotonia: f no es mondétona, pero decrece en
]-e0,0] y crece en [0,+oo[.

Puntos deinterseccion con ejes de coordenadas:
fintersecta los ejes de coordenadas en (0,1)

Figura 3. 23
f(x)=cosenh(x)

Tangente
hiperbdlica

f(x)=tanh(x)

Dominio f: R

Imagen f: ye R:ye H-1,14 [

Acotamiento f: esta acotada por -1y 1

Puntos maximo y minimo: f no tiene puntos de
maximo ni minimo.

Periodicidad: f no es periédica.

Paridad: f es impar.

Monotonia: f es mondtona creciente.

Puntos deinterseccién con ejes de coordenadas:
fintersecta los ejes de coordenadas en (0,0)

Figura 3. 24 f(x)=tanh(x)

Cotangente
hiperbolica

flx)=coth(x)

Dominio f: R\{0}

Imagen f: {yelR: y<-1 Ay>1}

Acotamiento f: no esta acotada

No tiene ni maximo ni minimo.

Periodicidad: f no es periédica.

Paridad: f es impar.

Monotonia: f no es mondtona.

No tiene puntos de interseccion con los ejes de
coordenadas.

Secante hiperbdlica
f(x)=sech(x)

Dominio f: R

Imagen f:y e R:ye HO, 14 [

Acotamiento f: esta acotada por 1

Tiene un punto méaximo para

x=0,f(0)=1

Periodicidad: f no es periédica.

Figura 3. 25 f(x)=coth(x)

Figura 3. 26 f(x)=sech(x)
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Paridad: f es par.

No Monétona. Pero es creciente en F-00,0] y
decreciente [0,-0H [

El Unico punto de interseccion con ejes de
coordenadas es en el punto (0,1).

Dominio f: [R\{0}
Imagen f: R\{0}

1 1

Acotamiento f: no est4 acotada f@= 5
Cosecante - — = R Y (R B TR R
hiperbslica No tiene ni maximo ni minimo. o
f(x)=csch(x) Periodicidad: f no es periddica. ¥

Paridad: f es impar.

Monotonia: f no es mondtona. Figura 3. 27 f(x)=csch(x)

No tiene puntos de interseccion con los ejes de
coordenadas.

3.4. Superficies de revolucion generadas por funciones
hiperbdlicas

En Figura 3.28 se muestra la superficie de revolucion generada por la
funcion f(x)=senh(x) alrededor del eje Y.

a = Superficie{f, 350", EjeY)

u cosiv)
i seah{u) i
u (= sanfv))

Figura 3. 28

La gréfica de la Figura 3.29 corresponde a la superficie de revolucion
generada por la funcion

€lementos de funciones trascendentes

148



a = Superficie(f, 360°, EjeX)

senh(u;I cos(v)
senh(u) sen(v)

Figura 3. 29

f(x) = cosh(x)

a = Superficie(f, 360", EjeY)
u cos(v)
- cosh(u)
u (—sen(v))

Figura 3. 30

flx)=senh(x)pero rotando esta vez
alrededor del eje X.

La superficie generada por la funciéon
flx)=cosh(x) al rotar sobre el eje Y se
muestra en Figura 3.30.

Observe las ecuaciones paramétricas
de cada superficie y la combinacion en
las mismas de funciones hiperbdlicas
con funciones trigonométricas

Observe similitud y diferencias entre la
superficie generada por

f(x)=senh(x) al rotar alrededor deleje Yy
la funcion f{x)=tanh(x) al rotal alrededor
del eje X.

flx) = wgh{x) 5

a = Superficie(f, 360", EjeX)

. :gl-{u)ucosva
tghlu) sen(v)

Figura 3. 31

Observe en Figura 3.32 la “caprichosa
superficie que genera la funcion

f(x)=sech(x) es decir: f(x) =

EnFigura 3.33 se muestralarotacion de
la misma funcion f(x)=sech(x) pero esta
vez alrededor del eje Y, observe cémo
varia es aspecto de esta superficies al
cambiar sus ejes de rotacion.

1

cosh(x)
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fix) = sech(x)

a = Superficie(T, 360°, EjeX)

1]
- ( sech(u) cos{v) )

sechu) sen(v)

Figura 3. 32

flx) = sech(=)

a = Superfiche(f, 3607, EjeY)
u cas(v)
- ( sech(u) J
u [ —senfv))

3.5. Relaciones de las funciones hiperbdlicas.

Modificando la Figura 3.20 con la Figura 3.28 y estableciendo analogias
con las relaciones trigonométricas se tiene:

Figura 3. 33

R_1: De la ecuacion de la hipérbola unitaria x?- y?=1 se tiene que:

(cosh(t))?*-(senh(t) )*=1
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R_2: Se tiene que: 40PM~40AN por
b tanto:
15 M(senh(t), cosh(t))
E—@:ta h(e _ senh(t)
senh (t) 04 ©OP nh(®) = cosh (t)
Q . P R_3 Dividiendo R_1 por (cosh(t))* se
il ® 2 % tiene:
05
(tﬂ‘.?’lh(t))z —-1= m = (CSCh(t))z
15 S R_4 Dividiendo R_1 por (senh(t))? se
M(senh(t cosh(t)  LIENE!

1-(coth(t) )2=(sech(t))2
R 5: senh(-t)=-senh(t)

Figura 3. 34 Modificaciéon de Figura
3.20

R_6: cosh(—t) = cosh(t)
R_7: tanh(—t) = —tanh(t)
R_8 senh(t + u) = senh(t) x cosh(u) + cosh(t) X senh(u)

R_9: cosh(t + u) = cosh(t) X cosh(u) + senh(t) X senh(u)

_ _ tanh(t)+tanh (u)
R_10 tanh(t + u) T i+tanh (t)xtanh (u)

R_11: senh = 2senh(t) X cosh (t)
R_12: cosh(2t) = (senh(t))?* + (cosh(t))?

2 tanh(t)
1+(tanh(t))?

R_14:Si f(t) = senh(t) = f'(t) = cosh(t)
R_15: Si f(t) = cosh(t) = f'(t) = senh(t)
R_16: Si f(t) = tanh(t) = f'(t) = —(tanh(t))? + 1 = (sech(t))*

R_13: tanh(2t) =
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3.6. Expresiones analiticas para las funciones hiperbdlicas.

x ABC  +}»

é' Angulo
g\::_ Angulo dada su amplitud
cm 1
/" Distancia o Longitud f(z)=-
" T
ma Area
/A Pendiente
{1.2} Lista
a—p Relacion
I =) .-’f Inspeccidn de funciones
=05 0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 45
Integral 0.6931 Integral 0.6931
Area 06931 | Area 0.6931
Media 0.6931 Media 0.3466
Longitud 1.1321 Longitud 2.0181
I 1 <K< 2 I 2 SXE 4
Figura 3. 35

En la Figura 3.35 se muestran Ias areas de dos trapecios curvilineos
limitados por la hipérbola f(x) =7 ylasrectas x=x, yx=x, que limitan el
trapecio. Para determinar el 4rea se ha utilizado la opolon “Inspeccion
de funciones” del GeoGebra; de primera vista se tiene que las areas
de los dos trapecios curvilineos son iguales, aunque tienen diferentes
longitudes, pero si se establece la relacion entre los valores de x, y X
en cada trapecio se tiene: 2 :%: 2 primer trapecio curvilineo

Xz 4

2

P segundo trapecio curvilineo de aqui se puede inferir que las
areas de los trapecios curvilineos correspondiente a la hipérbola son
iguales cuando las relaciones entre sus abscisas son iguales.

Otra inferencia no tan evidente es que In(2)=0.6931 ahora es posible
plantearse la hipétesis de que el célculo realizado fue:

€lementos de funciones trascendentes

152



2 4
In (I) =In (E) =1In(4) —In(2) = 1.3863 — 0.6931 =~ 0.6931

En general, el area A _ del trapecio curvilineo comprendido entre las
rectas:

X=X, Yy X=X, yuna hipérbola de la forma fx)=3 , es numéricamente

. Ate

iguala 4;, =a*(In(x,) —In(x)) = In (z—z) = % Sea =2
1

Xy

En figura 3.36 se muestran los graficos de las hipérbolas

x2-y2=1 la hipérbola

0.71 {t) +0.71 |: _.Ir]

y= —071 () +0.71 |:_'Ir]

1
Figura 3. 36 Relacion entre la hipérbola unitaria y la hipérbola de la forma Xy = 3

El la grafica se puede observar que una es la rotacion de la otra
un angulo de 45°respecto al origen de coordenadas, tal rotacion

se muestra en las férmulas de trasformacion con la expresion

0.'71'v‘/—2E = sen(45") = cos (45")

En figura 3.37 se ha retomado la hipérbola unitaria x?- y?=1y en ella
se tiene:
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1. Como se ha dicho, “Un angulo hiperbdlico t es numéricamente
igual al doble del drea del sector comprendido entre dos radios de
la hipérbola y el arco de hipérbola correspondiente”

2. Aeste nUmero t se le llama la medida hiperbdlica del angulo AOP,
con arco AP de la hipérbola.

3. Un gjercicio de simple observacion indica que los trapecios cur-
vilineos QKAM y RLAM son iguales entre si y al area del sector
hiperbdlico OAM; en efecto, las areas de los rectangulos de coor-
denadas de los puntos M y A son iguales:

Aogmr = Aokar. POrlotanto: Aggan = Agkam — Aokar + Aogur = Axram:

Apgmr
2

De lo antes expuesto se tiene: A_QKAM=A_QKAM-A_AAOK+A_AMOQ

186

AgkaL

ademas, Axyog = Anaok (POr S€r Appog = s Apaok = 5

14

12

(cosh(t), senh(t))

senh(t)

02,04 06 08 14 16 18 2 22 24 26

Figura 3. 37
4. Por definicion de angulo hiperbdlico se tiene que A_OAM=1/2 t,
por lo tanto:

Aokam = ArrLam = Et

5. Observe que al tomar los segmentos 0K y OQ ellos representan
los puntos M y A en un sistema de coordenadas rotado un angulo
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de -45° para calcular el area del trapecio curvilineo comprendido
entre la hipérbola f(x) = ;—x y los puntos Q y K bajo las condiciones
de rotacion dadas en el analisis de la Figura 3.36; de ahi se tiene:

1 OK
Agram = 71n (@)

VZ
= lln Z
z ((cosh (t) — senh(t)) ?)

= —%ln((cosh (t) — senh(t)))

6. De (4)y (5) se tiene:
%t = —%!n((cosh (t) — senh(t))) = —t = In((cosh (t) — senh(t)))

7. De igual forma se tiene:

1 OR
Aoam = ArLam = Eln (a)

= %ln (cosh (t)\/—%senh(t)) \/?i =— %In((cosh (t) + senh(t)))
2

=t = In((cosh (t) + senh(t)))

8. —t= En((cosh (t) — senh(t))) = e~ = (cosh (t) — senh(t) (1)
t = In((cosh (t) + senh(t})) = e’ = (cosh (t) + senh(t) (2)
De (1)y(2) 2cosh(t) =et+et =

et+

)

cosh(t) = -
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Figura 3. 38 f(t)=cosh(t) y las exponenciales que la conforman

De forma anéloga se tiene:
t_,—t
senh(t) = ==

< (Il

—et
tanh(2) = 2= (Il)

[, I'y 1l son expresiones analiticas de las funciones hiperbdlicas, de
ellas se pueden deducir otras reglas tales como:

(cosh(£))? — (senh(t))? = (6”+8“) (ef—e—r) )

2 2

e2t 42 472t @2t _2 472t

4 4
(cosh(t))? + (senh(t))? = (et Jrze_t) N (ef ze—t) B

@2t 42 4 e 2t @2t Q4 72t g2t 4 g2t
7 + 7 = > = cosh(2t)
t_ et - — e - 2t _ o2
e *e‘+ef:(e‘ ef)(er—l—e‘):e e~ 2t
2 2 2 2

e
2 = senh(t) = cosh(t) = 2

= senh(2t)

Ejercicio 3.1. A partir de las expresiones analiticas de las funciones
hiperbdlicas demuestre las siguientes relaciones:
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a) (tanh(t))?> — 1 = (csch(t))?

b) 1 — (coth(t))? = (sech(t))?

c) senh(—t) = —senh(t)

d) cosh(—t) = cosh(t)

e) tanh(—t) = —tanh(t)

f) senh(t + u) = senh(t) X cosh(u) + cosh(t) X senh(u)
g) cosh(t + u) = cosh(t) X cosh(u) + senh(t) X senh(u)

tanh(t)+tanh (u)
1+tanh (t)xtanh (u)

i) senh = 2senh(t) X cosh (t)
) cosh(2t) = (senh(t))? + (cosh(t))?

h) tanh(t + u) =

_ 2tanh(t)
k) tanh(2t) = o0 5

) f(t) = senh(t) = f'(t) = cosh(t)
m) Si f(t) = cosh(t) = f'(t) = senh(t)
n) Si f(t) = tanh(t) = f'(t) = —(tanh(t))? + 1 = (sech(t))?

. — 3 z
o) Conociendo que senh(x) =7 calcule los valores de las demas
funciones hiperbdlicas en x.

. 4 2
p) Conociendo que tanh(x)Zg calcule los valores de las demas
funciones hiperbdlicas en x.

q) Verificar que senh(x)+cosh(x)=e*
r) Verificar que senh(2x)+cosh(2x)=e>
s) Demostrar que:

senh (x)senh (y) _ cosh(x+y);cosh(x—y)

senh (I) cosh(y) _ senh{x+y):senh(x—y)

1+tanh(x) _ a9,
1—tanh (x)
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t) Simplifica las expresiones:
senh?(x)cos?(y) + cosh?(x)sen?(y)
cosh (In(x))+senh(In(x))

X

u) Haciendo uso de las opciones “puntos especiales” e “inspeccion
de funciones” del GeoGebra estudie las siguientes funciones:

_ (senh(x) —xsix <0
h(x) = {x —sen(x)six =0
_ senh(x)six <0
k() = {sen(x) # cosh (x)six =0
Nota: una forma de definir con GeoGebra una funcién de este tipo se
da en el siguiente ejemplo:
h(x)=Si(x<0,senh(x)-x,x-sen(x))
v) Calcular el valor de x si:
tanh(In(x)) = i
senh(In(2x)) = cosh (In(x))

Ejercicio 3.2. En este grupo de ejercicios se daran un conjunto de
funciones estudiadas y en base a ellas se definiran nuevas funciones
que usted debe analizar en base a sus elementos fundamentales
como son: dominio, imagen, raices, punto de intercepcion con el eje
de ordenadas, maximos y minimos locales, signo, monotonia, area
bajo la curva, etc., para ello debe auxiliarse de las opciones “puntos
especiales” e “inspeccion de funciones” y rotaciones alrededor de los
ejes de coordenadas, como se muestra en el siguiente ejemplo:

Dada las funciones:
f(x)=cosh(x); g(x)=€*
Estudiar la funcion h(x)=g(f(x))-5

En figura 3.39 se muestran los resultados del empleo de las opciones
‘puntos especiales” y de la inspeccion de la funcién en el intervalo
[-1.5,1.5]
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O f(x) = cosh(x) h(x) el _ k

O g =¢
6
h(x) = g(f(x)) -5
@ (x) = glf(x)) ;
. awshlx) _ g
2
® Raices(h, —1.58.7.27) A ).
— A = (-1.05, 0) 15 45 0 05 5
D
@ - B=(L050)
~ Propiedad Valor
@ Extremo(h, —158,7.27) £ Minimo (0,-22817)
~ €= (0,-2.28) Méximo (-1.5,5.5109)
— - Integral -1.5073
® D = Interseca(h, EjeY. (0, —2.28)) Area 5.4004
st (0 2.28) Media -0.5024
' Longitud 16.3643

Figura 3. 39 Ejemplo resuelto:

Andlisis:

» Dominio e imagen: Dominio h(x): IR ;imagen h(x): {yeR:y>-2.28}
» Raices: x,=-1.05 y x,=1.05 .

» Interseccién con el eje de ordenadas D=(0,-2.28) .

» Extremos: tiene un punto de minima en D=(0,-2.28) .

» Monotonia: decreciente en]-0,0] y creciente en [0,+oo].

» Paridad: La funcioén es par.

» Inyectividad: La funcién no es inyectiva.

» Continuidad: La funcién es continua.
Por la inspeccion de funciones se tiene para el intervalo [-1.5,1.5]:

» El valor minimo coincide con el dado anteriormente.
» El valor maximo se encuentra en el extremo del intervalo.
» El area bajo la curva es de 5,4004 u?.

» L longitud del arco es de 16,3643 u.

En cuanto a las superficies de revolucion generadas se obtuvieron las
siguientes superpuestas en la misma grafica como se muestra en:
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O

f(x) = cosh(x)

O g(x) = ¢
h(x) = g(f(x)) -5
. - ecosh[x] -5

a = Superficie(h(x). 360", EjeX)

u

o (e""‘"(”} - 5) cos(v)

- (e‘“‘*l“} - 5) sen(v)

b = Superficie(h(x). 360", EjeY)
0 u cos(v)
- el _ 5
u (—sen(v))

Figura 3. 40 Ejemplo resuelto:

Dada las siguientes funciones:

fx) =e*;

g(x) = In (x)

h1(x) = senh(x)

h2(x) = cosh(x)

h3(x) = tanh(x)

Estudiar las siguientes funciones definidas como composicion de las

anteriores o como resultados de operaciones algebraicas donde ella
formen parte:

i. k(x) =h3(4x)

i.  k1(x) = (h1(x))?
ii.  k2(x) = h1(x) * h3(x)
iv.  k3(x) = f(x) *h5(x)
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v. y=g(hl(x))

vi. ¥ =h1(h2(x))
vii.  k4(x) = x* h2(x)
vii.  k5(x) = h1(x?)

. 1-h2(x)

ix.  k6(x)= 1+h2(;]
1

. kO ==

xi. k1(t) =h3(f()

xii.  k2(t) = h3(h2(1)) + h1(t)
xii. — k5(x) = g(h1(x)) + f(h2(x))
xiv.  k6(t) = g(h2(t)) — f(R1(D))
xv.  kk(x) =k1(x) + k2(x)

xvi. kk(x) = kl(kZ (x))

xvii.  kk(x) = k2(k1(x))

xviii.  kk(x) = k1(k1(x))

xix. kk(x) = k2(k2(x))

xx. A partir de las funciones definidas, defina otras segun su criterio.

3.7. Funciones hiperbdlicas inversas.

Si se limita el dominio de las funciones cosh(t) y sech(t) y se establece
como el conjunto de valores x€[0,eo[, entonces estas dos funciones,
junto con las otras cuatro, son funciones inyectivas y, con la
consideracion de que en todo el recorrido es igual al codominio, lo
que las hace suprayectivas, entonces las seis funciones hiperbdlicas
cumplen con ser biyectivas y admiten funciones inversas, las que
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se veran a continuacion, estableciendo en cada caso, su dominio,
gréfica y recorrido, incluyendo lo correspondiente a las funciones
hiperbdlicas directas.

‘g 6 4 =5 2 4 6 8
t'—-’l'

¢
g(t) = senhft)

’ 51

,’ fy=x ql (t]_gz_: senh(t)

Figura 3. 41 funcion f(t)= senh(t) y su inversa
f{t)=senh (t); Dominio fR; Imagen R

Cuando las funciones hiperbdlicas estan en términos de la funcion
exponencial, y ésta es funcion inversa de la funcion logaritmo natural,
es posible encontrar expresiones para las funciones hiperbdlicas
inversas en términos de la funcion logaritmo natural.

Funcion seno hiperbdlico inversa: Como se sabe del estudio en
el Célculo de las funciones inversas dado en el tomo | “Funciones
algebraidas”, es posible partir de la doble implicacion donde:

y = senh™(x) © x = senh(y)
ey —e™V
2

2x =eY —e™V

x = senh(y) =
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Multiplicando por €Y se tiene:
2xe¥Y —e? +1=0
e?y —2xe¥ —1=0

y_2xEVETHE 2(x VA1)
a 2 a 2

e

eV = xtx?+1
= (e £V
senh™(x) = In|x + Va2 + 1]
Porsere¥ >0=x+Vx2+1>0Vx€ER

Analizando:
Caso1:x++vVx2+1=0

Dadoquevx2+1>0,entoncesvxZ2+1>xvxeER
Caso2:x —vx2+1 >0 = x >+x2 + 1 lo cual es imposible, por tanto:

senh™1(x) = In (x +Vx2+ 1)

Figura 3. 42 Rama positiva del f(t)=cosh(t) y su inversa
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flt)=cosh* (t); Dominio f:t€[1,+0o[;Imagen f:f(t)€[0,+00[

Observe la simetria de la funcién y la funcién inversa respecto a la
recta y=x

Determinando la funcién inversa expresandola en logaritmo neperiano:
y = cosh™(x) © x = cosh(y)
eY+e Y

x = cosh(y) = 5

S>2x=e¥+e™¥

Multiplicando por e¥ se tiene:
2xe¥ —e? —1=0
ey —2xe¥ +1=0

_2xiv4x2—4_2(xi\fx2—l)
B 2 B 2

eY = x+ m
y = In(|x + 4/ x2 — 1|)
cosh™*(x) = In|xi VX2 — 1|

Porser e >0=>x+Vx>—1>0Vx€ER

El dominio de Vx2 — 1 es: ]—o0, —1] U [1, +oo[
Caso1: X +vVxZ —1>0

X€]-00,-1]=n0 hay solucion ; x€[1,+004 [=hay solucion

Caso2: x—vVx2—-1>0

X€]-00,-1]=n0 hay solucion; x€[1,+c04 [=hay solucion

ey

Se elige el primer caso para que cosh?® (x) sea funcion y asi ser
congruentes con el dominio definido para la funcion cosh(x) elegido
para hacerla inyectiva:
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cosh™(x) = In (x +x2 — 1); x € [1, +oo[

4 ,
’
¢
,I
? ’
’
’
2 ’
2
2
s
1 2/
gl(t) = tgh(t)
-4 -3 2 - 1 2 3 4
ef -
¢
'l
, -2
,
ffy=x # 4
’
’
£ =
*
R |
g(t)s1= tgh™(¢)

Figura 3. 43 funcion f(t)= tanh(t) y su inversa
f(t)=tanh (t); Dominio f:t€]-1,1[;Imagen f: R
Funcion tangente hiperbdlica inversa. Se parte de que

y = tanh™*(x) © x = tanh(y)

ey —e7V ~ ~

xztanh(y)zm:xey+xe V=¥ —e™¥
Multiplicando por e se tiene:
xe? +x=e% —1

1+x=e%(1—-x)

1+x

2y —
€ 1—x
_1l 1+x|
I P
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Dadoque e® >0= g > 0 y esta desigualdad se cumple para x€]-1,1]

Concluyendo:
1 1+t
= -1 = — _— —_
f(t) = tanh™(t) 21n|1_t|, te]-1,1]

Curiosa resulta la siguiente identidad que relaciona funciones
hiperbdlicas con trigonométricas:

2tanh™(tan (x)) = tanh™*(sen (2x))

2tanh~*(tan(x)) = 2 (1 In |M

27 1— tan(x)
|1+ tan()| |1 + i?;gg
B nll —tan(x)| nll ~ sen(x)

cos(x)

cos(x) + sen(x)

B cos(x) B Icos(x) + sen(x)' ’
=~ MeosC) —sen(x)| — ™ [cos(x) — sen(x)| M
cos(x)

1+sen(2x)| 1. |1+ 2sen (x)cos (x)|
1—sen (2x)| 2 |1—2sen (x)cos (x)|
sen’(x) + 2sen (x)cos (x) + cos?(x)|
sen?(x) — 2sen (x)cos (x) + cosz(x)l

(sen(x) + cos (x))2

sen(x) — cos (x)

1
tanh™*(sen (2x)) = Eln

(sen(x) +cos (x))*| 1

(sen(x) — cos (x))2| -2
De (1) y (2) se tiene la igualdad

(sen(x) + cos (x))

sen(x) — cos (x)

|cos(x) + sen(x)
|cos (x) — sen(x)
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ec2: X = -

-
[v]
5]
gy
>
"
=y
A Y

- -

Figura 3. 44 funcion f(t)= coth(t) y su inversa
f(t) = coth™*(t); Dominio f:t € R\[-1,1]; Imagen f: R\{0}
Funcion cotangente hiperbdlica inversa. Se parte de que

y = coth™*(x) & x = coth(y)

x = coth = L’ e = xe¥ —xe ¥ =¢gY =y
xe xe e’ +e
coth(y) e T—

Multiplicando por €Y se tiene:
xe? —x =e® +1

x+1=e¥(x—-1)

o2V — x+1
x—1
1. |x+1
= Eln x—1
Dado que e* > 0= z—fi > 0 y esta desigualdad se cumple para

x>10x<-—1,esdecir x € R\[-1,1]
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Concluyendo:

£(£) = coth-*(t) = %m t+1

t—1

|; t € R\[-1,1]

Observe en la Figura 3.45 como se “complementan” los graficos de la
tangente y la cotangente inversa.

; i
g(t) = tgh -
2

-3 -2 -1 1 2 3

-2
F(t) £ tgh’'(t) 03

-3
-05 &

(f. =
5

’

Figura 3. 45 tangente y cotangente

hiperbdlica inversa Figura 3. 46 funcion f(t)= sech(t) y su inversa

f(t) = sech™(t); Dominio f:t €]0,1]; Imagen f:R*
Enformaanélogaacomo se dedujeron las expresiones de las funciones

inversas anteriores se puede deducir la féormula de la funcién inversa
de la secante y llegar al siguiente resultado:

1 1
f(t) = sech™(t) = Eln i
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gl(t) = ('()sor‘h(f)'

Figura 3. 47 funcion f(t)= csch(t) y su inversa
f(t) = csch™(t); Dominio f:R\{0}; Imagen f: R\{0}

En forma analoga a la inversa secante hiperbdlica se tiene la siguiente
formula para la funcién inversa de la cosecante hiperbdlica:

. 1 (1 [1+¢2
f(t) = csch 1(t):Eln E-I_ v

;t#=0

En figuras 3.48 y 3.49 se muestran las superficies generadas por las
funciones inversas del seno y el coseno hiperbdlico.
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a = Superficie(f, 360°, EjeX)
® senh{u) cos(v)
senh(u) sen(v)

b = Superficie(f, 3607, EjeY)

0 u cos(v)
= senh(u)
u (- sen(v))

Figura 3. 48

a = Superficie(f, 360", EjeX’
u
® _ | cosh(u) cos(v)
cosh™(u) sen(v)

b = Superficie(f, 360°, EjeY)

0O u cos(v)
= cosh™(u)

u (—sen(v))

Figura 3. 49
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Ejercicio 3.3. Aligual que en el ejercicio 3.2, en este grupo de ejercicios
se daran un conjunto de funciones hiperbdlicas inversas y otras
funciones, para en base a ellas se definir nuevas funciones que usted
debe analizar atendiendo a sus elementos fundamentales (dominio,
imagen, raices, punto de intercepcion con el eje de ordenadas,
maximos y minimos locales, signo, monotonia, area bajo la curva, etc.)
auxiliandose de las opciones “puntos especiales” e “inspeccion de
funciones” y rotaciones alrededor de los ejes de coordenadas, como
se muestra en el siguiente ejemplo:

Dada las funciones:

X
f () = cosh™ (x); g(x) =
Estudiar la funcion h(x)=f(g(x))-1

En figura 3.50 se muestran los resultados del empleo de las opciones
‘puntos especiales” y de la inspeccion de la funcion en el intervalo
[3,0]

®  f(x) = coshi(x)

® .- (i_)

h(x) = f(g(x)) -1

()

l

) A = Raices(h, —7.82,11.22)
i {'0-43. 0} = (0% ‘:G}h—-b
-5 -4 =3 =2 =1 1 2 3
B = Extremo(h. —7.82,11.22) |propiedad Valor )C = (0. -1)
— indefinido Minimo 0,-1) integral 3.4087
Maximo (-3, 2.6925) -2 1| Area 3.7139
o C = Interseca(h, EjeY, (0.-1)) Medio 11362
- (0, -1) Raiz -0.43 i Longitud ?
-3 =ZXs |0
Figura 3. 50
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Analisis:

» Dominio e imagen: Dominio h(x): x € R:x<0
Imagen h(x): {y € R:y>-1}

» Raices: x,=-0.43

» Interseccioén con el eje de ordenadas D=(0,-1) .
» Extremos: tiene un punto de minima en D=(0,-1) .
» Monotonia: creciente en [0,+oo[.

» Paridad: La funcién no es par ni impar.

» Inyectividad: La funcion es inyectiva.

» Continuidad: La funcion es continua.
Por la inspeccion de funciones se tiene para el intervalo [-3,0]:

» El valor minimo coincide con el dado anteriormente.
» El valor méaximo se encuentra en el extremo del intervalo (-3; 2.69).

» El area bajo la curva es de 3.7139 u?.

Las superficies de revolucion generadas y superpuestas en la misma
gréafica se muestran en Figura 3.51:

a = Superficie(h, 360°, EjeY)

b = Superficie(h, 360", EjeX)

u

(o)) ) i
(o)) ) 0

—

Figura 3. 51
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Dada las siguientes funciones:

re=(2)

E '
g(x) =In(x)
h1(x) = senh™*(x)
h2(x) = cosh™*(x)
h3(x) = tanh™*(x)

Estudiar las siguientes funciones definidas como composicion de las
anteriores o como resultados de operaciones algebraicas donde ella
formen parte:

i. k(x)=h3(4x)
i.  k1(x) = (h1(x))?
ii.  k2(¢) = h1(x) * h3(x)
iv.  k3(x)=f(x)=*h5(x)
v. y=g(h1())
vi. ¥y =h1(h2(x))
vii.  k4(x) = x = h2(x)
viii.  k5(x) = h1(x?)

. _ 1-h2(x)

ix.  k6(x) = 1+h2(x)
_ 1

X k)=

xi. k1(6) = h3(f(1)

xii.  k2(t) = h3(h2(t)) + h1(t)
xii. — k5(x) = g(h1(x)) + f(h2(x))
xiv.  k6(t) = g(h2(t)) — f(h1())
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xv.  kk(x) = k1(x) + k2(x)
xvi.  kk(x) = k1(k2(x))
xvii.  kk(x) = k2(k1(x))

xviii.  kk(x) = k1(k1(x))

xix.  kk(x) = k2(k2(x))

xx. A partir de las funciones definidas, defina otras segun su criterio.

3.8. La espiral hiperbdlica.

Cuando se estudio la espiral logaritmica se hizo referencia a la espiral
hiperbdlica y se dio su ecuacion polar: r = g

cos(t)
. ., ’ . xX=a
Mientras su ecuacion paramétrica es: sgim}o <t<om,
y=a

t

Se trata de una Curva Plana trascendental, también conocida como
espiral reciproca y es la inversa de la espiral de Arquimedes.

—cos(t)
r=p-
a(t) ; 0<t<6.28
_ sen(f)

y=o-
i

j 1 2 3 4 5 [ 7

Figura 3. 53 Espiral hiperbdlica en forma polar y paramétrica
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1
\h,fp(-'r'béhm(()) = (— :H). (0 <0 <6.28)

[ | (72 0

4 6
Arquimedes(8) = (0;0), (0 <)< 6.28)

Figura 3. 52 Relaciones entre la espiral hiperbdlica y la de Arquimedes.

La curva comienza en una distancia infinita del polo central (para 6
comenzando desde cero, T =% comienza del infinito), y se enrolla
cada vez mas rapidamente mientras se aproxima al polo central, la
distancia de cualquier punto al polo, siguiendo la curva, es infinito.

b = Superficie(a, 360", EjeX)
5. cos(u) 10
u
@ senfu) 8
u

cos(v)

: %("J sen(v)

¢ = Superficie(a, 360, EjeY)

5. cos(u)

cos(v)

senfu)
Tu

— 5

o5(u)

5- " (—sen(v))

Figura 3. 54 Superficies generadas por la rotacion de una espiral hiperbdlica alrededor de
los ejes X y Y respectivamente.
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3.9. La catenaria

Una catenaria es una curva que representa fisicamente la curva
generada por una cadena, o hilo, sin rigidez flexional, suspendida de
sus dos extremos y sometida a un campo gravitatorio uniforme.

La palabra catenaria proviene del latin caténarius (‘propio de la cadena’).
Por extension, en matematicas se denomina caténaria a la curva que
adopta una cadena, cuerda o cable ideal perfectamente flexible, con
masa distribuida uniformemente por unidad de longitud, suspendida
por sus extremos y sometida a la accion de un campo gravitatorio
uniforme.

Figura 3. 55 Ejemplo de catenaria muy comun en las ciudades

La catenaria es una curva plana cuya ecuacion empleando
coordenadas cartesianas (contenidas en el plano de la curva) y
escogidas de manera que el eje Y coincida con el minimo de la curva,
resulta ser:

RlR
alx

h (J'C) ea+e
=a*cosh|—)=a———
Y a 2
En Figura 3.53 se muestra una familia de catenarias. Observe que
para a=1 se tiene la gréafica del coseno hiperbdlico.

176

€lementos de funciones trascendentes



f(x) = 0.5 cosh(;—s)
g(x) = cosh(x)

h(x) = 1.5 cosh(ﬁ)
p(x) = 2 cosh(g)

q(x) = 2.5 cosh(%)

@ ©¢ © o e ¢

rpx) =3 cosh(:'—;)

Figura 3. 56 Familia de catenarias

Algunas propiedades de la curva:

La curva es simétrica respecto al eje V.

2. Cerca del punto mas bajo la curva se semeja mucho a la parébola

y=—a+ x? como se muestra en el ejemplo de la figura 3.53.

-4 -2 V] 2 4

Figura 3. 57
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@® f(x)=3 cosh(g)

a = Superficie(f, 360°, EjeX)
u

© 3 cosh (g) cos(v)

3 cosh (g) sen(v)

b = Superficie(f. 360°, EjeY)

u cos(v)
i 3 cosh(g)
u (—sen(v))

Figura 3. 58 Superficies generadas al rotar una catenaria alrededor de los ejes X y Y
respectivvamente

Obsérvese que esta curva pasa en todos sus puntos por debajo de la
catenaria y tiene su vértice o valor minimo de la curva en A(a,0).

#/PINCELADA HISTORICA

Esta pincelada histérica sobre el problema de la catenaria ha sido
tomada textualmente el libro “; Es Dios un mateméatico?” de Mario Livio

“Galileo crey6 que la forma debia de ser una parabola, pero el jesuita
francés Ignatius Pardies (1636-1673) demostré que se equivocaba,
pero no fue capaz de determinar cual era la forma correcta.

Un afio después Jakob Bernoulli plante6 el problema a su hermano
Johann, quien lo resolvié (mediante una ecuacion diferencial). Leibniz
y el fisico matematico holandés Christiaan Huygens (1629-1695) lo
resolvieron también, pero la solucién de Huygens utilizaba un método
geométrico mas complicado.

El hecho de que Johann lograse resolver un problema que habia
frustrado los intentos de su hermano y maestro, Jakob, seguia
suponiendo una tremenda satisfaccion para el joven Bernoulli hasta
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trece afos después de la muerte de Jakob. En una carta que Johann
escribid al matematico francés Pierre Rémond de Montmort (1678-
1719), no podia ocultar su complacencia:

Dice que mi hermano planted este problema, y es cierto, pero ;puede
acaso colegirse que disponia de una solucion para él? En absoluto.
Cuando plante¢ el problema después de que yo se lo sugiriese (ya que
yo fui el primero que pensd en él), ninguno de los dos fuimos capaces
de encontrar la solucion y, perdida la esperanza, lo calificamos de
insoluble, hasta que el Sr. Leibniz publico en el boletin de Leipzig
de 1690, p. 360, que habia resuelto el problema, pero no publico la
solucion para dar tiempo a otros analistas; y esto fue lo que nos animo
a mi hermano y a mi a volver a él con un nuevo enfoque.

Después de atribuirse la propiedad incluso de la sugerencia del
problema, Johann prosigue abiertamente su complacencia:

Los esfuerzos de mi hermano no se vieron premiados por el éxito;
yo, por mi parte, fui mas afortunado, ya que hallé la habilidad (y lo
digo sin presuncion; ¢spor qué habria de ocultarlo?) de resolverlo en
su totalidad ... Es cierto que su estudio me robo el suefio durante
una noche entera ... pero, a la manana siguiente, lleno de jubilo, fui
al encuentro de mi hermano, que seguia batallando miserablemente
con este nudo gordiano sin llegar a ninguna parte, pensando como
Galileo que la catenaria era una parabola. «jDetente! jDetente!»,
exclameé, «jdeja de torturarte para intentar demostrar la identidad
de la catenaria con la pardabola, puesto que es falsa ...» Y ahora me
asombro al ver que concluye que mi hermano hallé un método para
resolver este problema ... Y yo le pregunto, ;cree en realidad que,
simi hermano hubiese resuelto el problema en cuestion, habria sido
tan atento conmigo como para no aparecer en la lista de los que lo
solucionaron, con el fin de cederme la gloria de aparecer en solitario
en escena como el primero que lo resolvio, junto con los Sres. Huygens
y Leibniz?

Por si era necesaria alguna prueba de que los mateméaticos son,
después de todo, humanos, he aqui esta historia. Sin embargo, esta
rivalidad familiar no quita mérito alguno a los logros de los Bernoulli.
Durante los afios posteriores al episodio de la catenaria, Jakob, Johann
y Daniel Bernoulli (1700-1782) no sélo resolvieron otros problemas
similares de cuerdas que cuelgan, sino que lograron un progreso
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general de la teoria de ecuaciones diferenciales y resolvieron el
problema del movimiento de proyectiles con un medio con resistencia.

La historia de la catenaria ilustra otra faceta de la potencia de las
matematicas: incluso los problemas fisicos de apariencia mas trivial
poseen soluciones matematicas. A propdsito, la propia forma de la
catenaria sigue haciendo las delicias de los millones de visitantes del
famoso Gateway Arch en Saint Louis, Missouri. El arquitecto finés-
americano Eero Saarinen (1910-1961) y el ingeniero de estructuras
germano-americano Hannskarl Bandel (1925-1993) disefiaron
esta iconica estructura con una forma similar a la de una catenaria
invertida”. (Livio, 2006) Pags. 149-151.

Gateway Arch en Saint Louis, Missouri

Figura 3. 59
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Figura 3. 61 Catenarias en puentes colgantes: Gran Puente de Akashi KaikyX, Japon
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Figura 3. 62 Catenarias en Puentes colgantes que conducen al mirador de La Cascada
de Rio Verde, Cascada de Rio Verde Chico; o Cascada Pailén del Diablo; esta situada en
los Andes del Ecuador y se alcanzan siguiendo la ruta del rio Pastaza en la Provincia de
Tungurahua. Es una atraccidn turistica popular por la vegetacion que la rodea y las rocas
que dividen la cas-cada.Tiene aproximadamente unos 80 metros de altura, y unos 20 metros
de profundidad y gradas talladas a mano que llevan a un mirador con vista refulgente.
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Solucion con GeoGebra de un problema relacionado con la
catenaria.

Problema:
Al colgar un cable telefonico (uniforme vy flexible) entre dos puntos,
adopta la forma de una catenaria cuya ecuacion esta dada por

f(x) =5 cosh (E) Determinar la longitud del cable, de acuerdo con la
figura, entre las abscisas x =-10y x = 10 m.

Solucion tradicional:

Para resolver este problema se necesita del calculo integral, ya que la
longitud de un arco viene dado por la férmula:

L=2 fom,g' 1+ [f'(x)]?dx f(x) =5 cosh (E) = f'(x) = senh (E)

10 ’ a2 10 x X+ 110
L= ZL 1+ [senh (E)] dx = ZL cosh (g) dx =2 [559nh (g)]n ~ 2(18.1443)

~ 36.2686

Solucién con GeoGebra:

s o / Pendiente
f(z) = 5 cosh () i
b1 {1.2} Lista
20
D D 1,2, Relacion

\__/l Inspeceion de funciones
Raiz Sin raices
Integral 181.343
Area 181.343
Media 90572
Longitud 36 2686
1 sxs 0

Figura 3. 63 Observe que, quitando los dibujos que ilustran el problema, la solucion se
reduce a escribir la funciéon y empleando la opcion “Inspecciéon de funciones” de menu
correspon-diente suministrar los datos y el resultado es inmediato.
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CAPITULO IV.
ECUACIONES RECURRENTES Y FUNCIONALES.

“...nos vemos llevados asri al vasto e interesante campo
de las ecuaciones funcionales que hasta ahora

ha sido investigadas normalmente solo

bajo la hipdtesis de la diferenciabilidad

de las funciones implicadas”.

David Hilbert

Los problemas futuros de la matematica

Paris 1900

4 1. Ecuaciones recurrentes, introduccion.

Para iniciar el estudio del tema comenzaremos por el concepto de
sucesion.

En anédlisis matematico y algebra,

Una sucesion es una funciéon cuyo dominio es el conjunto de
los numeros naturales y su imagen es cualquier otro conjunto,
generalmente de numeros de diferente naturaleza.

Cada uno de ellos es denominado término (también elemento o
miembro) de la sucesion y al nuimero de elementos ordenados
(posiblemente infinitos) se le denomina la longitud de la sucesion. No
debe confundirse con una serie matematica, que es la suma de los
términos de una sucesion.

A diferencia de un conjunto, el orden en que aparecen los términos
si es relevante y un mismo término puede aparecer en mas de una
posicion.
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Ejemplos 1:

a) La sucesion de los numeros pares

L ., 1 T
b) Sea f: jy—{-1,0 ,1} definida por la expresion f(n) = ;COS (n (;))
Generalmente las sucesiones se denotan por a_n, para este caso se
tiene:

o tolo ol Lttt 1 11 (rr)
La representacion grafica de esta sucesion se muestra en Figura 4.1:
04

03

®

. ®

01 . .

T l 2 3 4 l_ -] l 8 ? 10 ‘ 12 ﬁ 14 16 18 20
1 ® [ J

®

02
Figura 4.1

22 .

16

14

([ ]
8 ]
6
[
o
2 L
o o
‘ ? t i ' Figura 4.2

c)La conocida sucesion de Fibonacci, la que toma los siguientes
valores:

a ={0,1,1,2,3,58,13,21...}

La sucesion comienza con los numeros O y 1, y a partir de estos,
«cada término es la suma de los dos anteriores», es la relacion de
recurrencia que la define Figura 4.2.
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Figura 4.3

Leonardo de Pisa (Pi-sa, ¢. 1170 -
ib., post. 1240), también llamado
Leonardo Pisano, Leonardo Bigollo
o simplemente Fibonacci, fue un
matematico italiano. Difundié en
Europa la utlidad practica del
sistema de numeracion indoarébigo
frente a la numeracion romana, y
fue el primer europeo en describir
la sucesién numérica que lleva su
nombre.
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iATENCION!

Hay que precisar qué es una relacion
de recurrencia:

Una relacion de recurrencia es
una ecuacion que define una
secuencia recursiva; cada término
de la secuencia es definido como una
funcion de términos anteriores

iATENCION!

Hay que precisar qué es una secuencia
recursiva:

Recurrencia, recursion o recursividad
es la forma en la cual se especifica un
proceso basadoen su propiadefinicion,
siendo esta caracteristica discernible
en términos de autorreferencialidad™,
autopoiesis' fractalidad'?, o, en otras
palabras, construccion a partir de un
mismo tipo.

La sucesion de Fibonacci se define
en forma recursiva segun la siguiente
expresion matematica:

“Fendmeno que ocurre en el lenguaje natural o formal
consistente en una oracion o férmula referente
en forma directa a sf misma, a través de algunas
oraciones o férmulas intermedias, o por medio de
algunas codificaciones.

""" Neologismo que designa la cualidad de un sistema
capaz de reproducirse y mantenerse por si mismo.
La autopoiesis es la condicion de existencia de los
seres vivos en la continua produccion de si mismos.

2 Un fractal es un objeto geométrico cuya estructura
basica, fragmentada o aparentemente irregular, se
repite a diferentes escalas.
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fo=0
fn fl =1
fo = fo1+ faoa

jlarea!
a) Desarrolle 10 términos la sucesion de Fibonacci a partir de la defi-
nicion recursiva.

b) Calcule el téermino f,  de la sucesion de Fibonacci

Sino pudorealizar latarea (b) o mandé al diablo al que la planted, no se
preocupe la sucesion de Fibonacci tiene también una férmula explicita
con la que no se requiere calcular todos los términos anteriores para
calcular el término deseado.

La férmula en cuestion es:

-5 ()
fn_\/g 2 _‘ng 2
De modo que

_i(1+\/§)m i(l—\/ﬁ)
flﬂf_’l_v/g 2 _\/g 2

No pretendo que lo calcule manualmente, pero con el mathematica se
tiene que:

1 1445 1 1-—+/5
\F( y100 _ v’ﬁ( )100] ~ 3.542248481792622 X 102°

Valor que con més exactitud se puede calcular con la funciéon Fibonacci
del mismo sistema:

Fibonacci[100]=354224848179261915075

n

100

NT

Es posible demostrar que el seagundo término de la expresion explicita
de la sucesion de Fibonacci %(1 ‘F) es menor que 0.5 por lo que en
una expresion aproximada se puede prescindir de ella quedando:
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Figura 4. 4

Mathematica:

Programa utlizado en éreas
cientificas, de ingenieria,
matematica y areas
computacionales.  Originalmente
fue concebido por = Stephen

Wolfram, quien continda siendo
el lider del grupo de matematicos
y programadores que desarrollan
el producto en Wolfram Research,
compafia ubicada en Champaign,
lllinois. Comunmente considerado
como un sistema de algebra
computacional, Mathematica es
también un poderoso lenguaje
de programacion de propoésito
general.

f“1(1+\/§)n”“ 0.4472)(1.6180)"
g ) ® 0aar)(16180)

Para n=100 se tiene: f,5o ~ (0.4472)(1.6180)% ~
3.534707834635944 x 10%°

jTlareal

a) Encuentre los cuatro primeros tér-
minos de la sucesion de Fibonacci
mediante la férmula explicita y com-
parelos con la forma recursiva.

b) Demuestre por induccién com-
pleta que la expresion explicita es
valida para generar la sucesion de
Fibonacci.

Pero no es so6lo la sucesion de
Fibonacci las sucesiones que tienen
expresiones recursivas y explicitas
para expresarse, veamos algunas de
ellas:

a) n! Tiene la conocida expresion
n'=n(n-1)(n-2)...1 y una expresion
recursiva:

nT—{ 1sin=0
T lnn—D'sin=0

b) Progresion aritmética: sucesion de
ndameros tales que la diferencia de
cualquier par de términos sucesivos
de la secuencia es una constante
(d), es decir, cada término a partir
del primero se obtiene sumando al
anterior una cantidad constante (d).

Expresion recursiva:
al = a
An {an =a,+d
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Figura 4.5

Eugene Charles Catalan (30 de
mayo de 1814 - 14 de febrero
de 1894) matematico francés y
belga que trabajé en la teoria de
numeros. Trabajé en fracciones
continuas, geometria descriptiva,
teoria de numeros y combinatoria.
Dio su nombre a una superficie
Unica (superficie periddica minima
en el espacio R®) que descubrio
en 1855. Anteriormente habfa
enunciado la famosa conjetura
de Catalan, que fue publicada
en 1844 y probada finalmente en
2002 por el matematico rumano
Preda Mihailescu. Introdujo los
nuimeros de Catalan para resolver
un problema combinatorio.

Expresion explicita a =a,+(n-d)d

c) Progresion geométrica: Sucesion en
la que el elemento siguiente se ob-
tiene multiplicando el elemento an-
terior por una constante denomina-
da razon o factor de la progresion.

jlareal

a) Encuentre una expresion recurrente
y una explicita para las progresio-
nes geomeétricas.

b) Otra sucesién recursiva son los nu-
meros de Catalan forman una se-
cuencia de numeros naturales que
aparece en varios problemas de
conteo que habitualmente son re-
Cursivos. Sus expresiones recurren-
tes son:

n
Cﬂ =1 B C?‘I'I'l = Cicn_l conn=0
i=0

[ sin=0= 1

C,=1_. 22n—-1)

sin>0 = —C,_
n+1 "1

Mientras su expresion explicita es:
(2n)!

co— 1 (Zn) B -0
"Thri\n) (D NN
Como tarea se propone

1. calcular los primeros 5 términos de
la sucesion de Catalan.

Demuestre por induccion completa la
equivalencia entre ambas férmulas.

2. El término numero 100 de sucesion
de Catalan tiene la forma 73...600.
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A partir del resultado alcanzado en (1) dé una cota superior a la
cantidad de digitos que deben cubrir los tres puntos suspensivos.

3. Mediante el comando Table[CatalanNumber[n],{n,100}] del
Mathematica es posible calcular este nimero, para que no lo sor-
prenda el resultado lo adjuntamos a continuacion:

{1, 2, 5,14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, \2674440, 9694845, 35357670,
129644790, 477638700, 1767263190, 6564120420, 24466267020, 91432563640, 343059613650
1289904147324, 4861946401452, 18367353072152, 69533550916004, 263747951750360,
1002242216651368, 3814986502092304, 14544636039226909,55534064877048198,
212336130412243110, 812944042149730764, 3116285494907301262, 11959798385860453492
45950804324621742364, 176733862T87006701400, 680425371729975800390,
2622127042276492108820, 10113918591637898134020, 39044429911904443959240,
150853479205085351660700, 583300119592996693088040, 2257117854077248073253720
740328711533173390046320, 35868773757191046886429490, 131327898242169365477991900, \
509552245179617138054608572, 19T78261657756160653623774456,
7684735670514316385230816156, 20869166945772625950142417512, |
116157871455782434250553845880, 451959718027953471447609509424, 1
1759414616608818870992479875972, 6852456927344873497549658464312, \
26700952856774851904245220912664, 104088460289122304033498318812080, \
405944995127576985730643445367112, 15838509645961200426867 72779038896, \
6182127958534855650487080847216336, 24139737743045626825711458546273312, |
04295350558771979787935384946380125, 368479169875816659479009042713546950, \
1440418573150919668872489894243865350, 5632681584560312734993915705849145100
22033725021956517463358552614056949950, 86218923998960285726185640663701108500, |
337485502510215975556783793455058624700, 1321422108420282270489942177190229544600, |
5175569924646105559418940193995065716350, 20276890389709399862028098568254641025700, \
7946348936507 7377841208237632349268884500, 11496878311103321137536291518809134027240,
1221395654430378811828760722007962130791020,
47904089303633039113283862028394864461024520, \
18793142726309884575211361279087545193250040, \

7374524361153245845969015185464 7329239335600, \
289450081175264899454283846029490767264392230, \
113635057794733627193163287700466T7456667613940, |
4462290049938320482463241297506133183499654740, |
17526585015616776834735140517915655636396234280,\
68854441132780194707388052034668647142985206100, '
270557451039395118028642465289168566420671280440, \
1063353702922273835973036658043476458723103404520, \

418003007 35565247 34514695828170907458428751314320, |
16435314834665426797069144960762886143367590394940, \
64633260585762914370496637486146181462681535261000, \
254224158304000796523953440778841647086547372026600, \
1000134600800354781929399250536541864 362461089950800, \
3935312233534004685417853572763349509774031680023800, \
15487357822491889407128326963778343232013931127835600,
60960876535340415751462563580829648891969728907438000,
239993345518077005168915776623476723006280827488229600, \
944973797977428207852605870454939596837230758234904050,
3721443204405954385563870541379246659709506697 378694300, |
14657929356129575437016877846657032761712954950899755100, \
57743358069601357782187700608042856334020731624756611000, \
227508830794229349661819540395688853956041682601541047340, \
896519947090131496687170070074100632420837521538745909320}
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De lo mostrado hasta aqui se pueden inferirse las siguientes
conclusiones empiricas:

a) Las expresiones recurrentes son “mas faciles” de expresar que la
las explicitas.

b) Para obtener manualmente un término particular de una expresion
recurrente es necesario comenzar desde el inicio hasta obtener el
término deseado.

c) Las férmulas explicitas no tienen el inconveniente anterior.

d) En programacion una y otra férmula presentan ventajas y
desventajas.

Se ha expresado que: “Una relacion de recurrencia es una ecuacion
que define una secuencia recursiva”, para precisar mas el concepto
expresaremos que:

Una relacidon de recurrencia para la sucesion a, a, ...esuna
ecuacion que relaciona a_con ciertos predecesores a, a,, . . .,
a

n-1°

Las condiciones iniciales para una sucesion a0, at, . . . son valores
dados en forma explicita para un numero finito de términos de la
sucesion.

Como se esta hablando de ECUACIONES RECURRENTE, es preciso
definir lo que se entiende por resolver una ecuacion recurrente:

Resolver una relacion de recurrencia que implica una sucesion a,,
a,, . . .a_ significa encontrar una formula explicita para el término
general a . En este libro, por ser introductorio al tema se estudian dos
métodos para resolver relaciones de recurrencia:

1. Por una via intuitivas
2. Mediante el empleo de ecuaciones caracteristicas

4.2. Solucién por una via intuitivas:

Para encontrar una férmula explicita a partir de una relacién de
recurrencia existen tres aproximaciones diferentes que pueden
utilizarse una u otra en dependencia de la habilidad desarrollada por
el alumno.

192
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i. Conjeturar la solucion, donde con un poco de experiencia e intuicion
pueden ser frecuentemente resueltas por un trabajo inteligente de
conjetura. Generalmente el método consta de cuatro etapas:

a) Calcular algunos valores iniciales de la recurrencia.

b) Buscar alguna regularidad y conjeturar una forma general
apropiada.

c) Probar por induccion matematica que la férmula obtenida es
correcta. a, = 2

Ejemplo 2 : sea la formula recursiva: a,, = a,_; + 3

Solucion:

a) Calculando los primeros valores: a ={2,5,8,11,14,17...}
b) Buscando alguna regularidad:

&

s

o

a,

5

8

11

14

17

2+3

2+32

2+3"3

2+3"4

2+3"5

an =2+ 3(n-1)

c) Probar por induccion matematica que la formula obtenida es
correcta.

P (1): a, = 2+3(1-1) =2: se cumple para un primer elemento

P(k): a = Q) T3 =2+ 3(k-1)P(k+1): a ) = Qg T3 =2+ 3(k)

Demostracion:
Por la férmula recursiva se tiene que:

a,,=2a,+3 (1), pero por hipoétesis ak = 2+ 3(k-1) sustituyendo (1) se

tiene:

a, . = 2+ 3(k-1) +3= 2+3k-3+3= 2+3k que es el resultado de sustituir

dTFéctamente k+1enlaférmulaconlo que se prueba que P(k)=P(k+1)

ii. Usar la recurrencia misma para sustituir para algun T(m), m<n, es
decir, usar el método iterativo para resolver la ecuacion de recurrencia.
En lo esencial el método consiste partir de una expresion recursiva
e ir retrocediendo aplicando la misma recursividad (dando pasos
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hacia atras o método del cangrejo como se decia en mis tiempos
de estudiante) hasta encontrar una relacion que permita hacer una
conjetura, pero esta vez fundamentada en el mismo proceso recursivo
que define la relacion de recurrencia.

Ejemplo 3: Sea la misma férmula recursiva del ejemplo anterior:

a1=2
ap = dp-1 +3

Solucion:

Se debe partir de la formula recursiva a =a_+3 (1)
Paso hacia atras ¥ Remplazando n por n-1 se tiene:
Vv a =a _+3(2)

W Sustituyendo (2) en (1) se tiene:
Va =(a_,+3)+3

1

a=a ,+2*3 (3) ¢Por qué 2*3 y no 67 Porque un antiguo artificio
matematico indica no reducir las expresiones hasta el final para
observar su comportamiento.

V' Haciendo a_,=a_,+3 (4)

2
\ Sustituyendo (4) en (3) se tiene:
Vv a=(a +3)+2*3

V a=a ,+3"3

a =a  +k*3
n n-k

Haciendo k=n-1 ;por qué? Porque conviene al método seguido para
obtener la féormula explicita. Se tiene:

a=a_ ., +(n-1)3
a =a,+(n-1)*3y como a,=2 se obtiene la férmula:

a =2+3(n-1)

€lementos de funciones trascendentes
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Aungue en los textos no se especifica, seria conveniente probar la
férmula obtenida por induccion completa como se hizo en el caso
anterior.

Ejercicios propuestos (1):

1. Encontrar la solucién de las siguientes ecuaciones recurrentes:

Ecuaciones Respuestas

F 0 o ne=0 fnl - %n(l +n)

:{n+f(n—1) si n>0

Sy =25,.5 =1 S[n] - 2"
an+2-4an+1+3an=0 a[n] — C[1] + 3"C[2]}
an+2-an+1-an=0 Sucesion de Fibonacci
an+2+2an+1+an=0 a[n] = (—1)"C[1] + (—1)"nC[2]
an+3+3an:2+3an+1+an=0 a[n] = (—1™C[1] + (—1)™nC[2]
+ (—1)"n?C[3]

antani-6an2=0 a[n] = (=3)"C[1] + 2"C[2]}
2an = ?an-1-33n—2; ap=a1=1 a[n] ﬂéz_n(‘i + 61‘1)}

2. Para una poblacion de venado con una condicion inicial d =100,
en un instante determinado el incremento de un momento n-1 a un
momento n se expresa por la relacion d +d_=0,1d . encuentre la
expresion explicita que permita calcular la cantidad de venados en
un momento k cualquiera.

Respuesta: d[n] - 1000.0.9090909090909091*" = 1000(1.1)"

3. El'ndmero C_minimo que se pueden hacer con n discos en la torre
de Hanoi viene expresado por la ecuacion recursiva C =2C_ +1;
C,=1

1

Encuentre una expresion explicita para esta férmula.
Respuesta: C[n]—-1+2"
4. Sea Sn la suma de los n primeros numeros naturales impares:

a) Plantee la ecuacion de recurrencia
b) Resuélvala
Respuestas:

a=a +(2n+1); a =1
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a[n]—-2+2n+n2

5. Sea $4=0,S,=1y S, = % n=34, ... Calcular S3, S4,

Respuesta: S[n] — §21‘” (1" +2m)
aln—1]+a[n —2]
2

135112143 85 171
0L, s

RecurrenceTable[{a[n] == ,a[0] == 0,a[1] == 1},a,{n,0,10}]

Table[%zl‘“(Z(—l)” +2M), {n, 11)]

1351121 43 85 171
015,55 — =, —,—

6. Suponga que una persona invierte $2000 al 14% compuesto anual-
mente. Sea An la cantidad al final de n afios:

a) Determine una recurrencia para la sucesion A, A,, ...

)
b) Determine una condicion inicial para la sucesion A, A, ...
c) Determine A, A,, y A,.

d) Determine una férmula explicita para An.

e) ,Cuanto tiempo tardara una persona en duplicar la inversion inicial?
Respuestas:

A, =A 14 A
n — n-1 + 100 n—1
Ay = $2000
A1 A2 A3

2280 2599.2| 2963.088
A[n] - 2+ 53 2Zng7n

iii. Evidentemente los métodos explicados, aunque muy faciles para
expertos y personas que desarrollen habilidades en aplicarlos, por su
caracter poco algoritmico no resultan practicos, pero afortunadamente
existe unatécnica que puede ser usada para resolver ciertas clases de
recurrencias casi automaticamente, es decir, usar la solucion general
de ciertas ecuaciones recurrentes de tipo comun.
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4 3. Resolver la ecuacidon de recurrencia usando la ecuacion
caracteristica.

4.3.1. Recurrencias homogéneas

El punto de inicio es la solucion de una recurrencia lineal
homogénea con coeficientes constantes.

| — *
Esto es, recurrencias de la forma ajt +a,t_+..+at =0 ()
Donde

I los t, son los valores que estamos buscando. La recurrencia es lineal
porque ella no contiene términos de laforma t * t;, 2, etc.

II. los coeficientes a, son constantes; y

lll. la recurrencia es homogénea por qué la combinacion lineal de los
t esigual a 0.

Después de un momento de intuicion podemos sugerir buscar la
solucioén de la forma

t, =X,

donde x es una constante, por ahora desconocida. Si sustituimos esta
solucion tentativa en (*), obtenemos:

aX"+ax"+. . +a x = 0.

Esta ecuacion es satisfecha si x = 0, una solucion trivial que no es de
interés, o si no, si

aX+ax“'+.. +ak = 0.

Esta ecuacion de grado k en x es llamada la ecuacién caracteristica
de la recurrencia (*).

Suponer que r,r, .., r,sonkraices de la ecuacion caracteristica y
que ellas son todas diferentes. Es facil verificar que la combinacion
lineal

mn

t,= ) oan

k
i=1
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de términos rin es una solucion de la recurrencia (*), donde las k
constantes c,, c,....c,_ son determinadas por las condiciones
iniciales. (Se necesitan exactamente k condiciones iniciales para
determinar los valores de estas k constantes). Un hecho notable, que
no probaremos aqui, es que (*) tiene solamente soluciones de esta
forma.

Ejemplo 4. Considerar la recurrencia

t -3t -4t ,=0n=2

sujeta a las condiciones

t,=0,t = 1.

Solucion:

La ecuacion caracteristica de la recurrencia es
x?-3x-4 =0

por tanto

(x-1) (x+4) =0

cuyas raices son r, =-4 y r,= 1. La solucion general por tanto tiene la
forma

&
t, = E "

i=1
th = C1(-4}"+ 021“.

La condicion inicial (t, = 0, t, = 1) da como resultado
c,+c,=0 n=0

-4c,+c, =1 n=1

estoes, ¢, =-1/5, ¢, = 1/5.

Obtenemos finalmente

t =1/5[4"-(-1) "].

El asistente Mathematica posee el comando RSolve[ii] para resolver
ecuaciones recurrentes, para este caso el comando adopta la forma:
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RSolve[{a[n]==3a[n-1]+4a[n-2],a[0]==0,a[1]==1},a[n],n]

Y el resultado que devuelve es:

({aln) - 5 (D)™ + 47}

jlarea!

a) Son iguales o diferentes las respuestas calculadas por el procedi-
miento explicado y con el asistente Mathematica ¢Por qué en una

férmula (-1) aparece elevado a “n” y en la otra a “1+n"?

b) Deduzca la férmula explicita de la sucesion de Fibonacci, conside-
rando la recurrencia

t =t +t , n=2sujetaalas condicionest =0,t, = 1.

c) Considere larecurrenciat =5t -8t +4t . n=3
Sujeta a las condiciones t, =0, t, = 1,1, = 2.

Nota: Para el problema 3 la ecuacion caracteristica tiene raices
multiples (que se repiten), en este caso la solucion se da bajo la
siguiente condicion:

Sim es la multiplicidad de la raiz r, entonces

t =rt =nr"t =n" .. th=nm-1rnsontodas las posibles soluciones
de (%).

Por eso la solucion de esta ecuacion es:
tn=(2)””—n(2)“'1—2

Solucioén:

t -5t , +8t -4t =0 Ecuacion homogenea
Ecuacion caracteristica x3-5x?+8x-4=0

Determinando raices:

1 5 8 4
1 4 4 1
1 -4 4 0
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(x?—dx+4)(x—-1)=0
(x—2kx-1)=0

Las raices son: r,=1,r,= 2,r,=2 es decir, tiene una raiz doble, por tanto
se sigue el modelot =r",t =nr"

t =c1(1)"+c2(2)"+c3n(2)"

Tomando los valores iniciales se forma el siguiente sistema de
ecuaciones

Cl1+C2 =0paran=0yt, =0
Cl1+2C2+2C3 =1lparan=1yt, =1
Cl1+4C2+8C3 =Z2paran=2yt,=2

La solucion del sistema es:

1
Cl1=-2;, C2=2; 63:_52_2_1

Con lo que la respuesta final es:
t =-24+2(2)"2"n(2)"
De donde resulta: t =(2)™'-n(2)"'-2

Es conveniente destacar que t =c1(1)"+c2(2)"+c3n(2)" representa
una familia de expresiones explicitas con las que se obtiene la misma
sucesion que con la expresion recursivat =5t -8t ,+4t .una de cuyas
soluciones particulares es t =(2)"'-n(2)™'-2 atendiendo a los valores
iniciales

t, =01t =11, =2 pero para otros valores iniciales como pudieran
sert,=-1,t, =2, t, = -2 entonces el sistema de ecuaciones tendria la
forma

C1+C2 =—lparan=0yt, = -1
C14+2C2+2C3 =Zparan=1yt;, =2
C1+4C2+8C3 =—-2paran=2yt,=-2

Siendo las soluciones del sistema C1=14; C2=13; (C3=-5
Por lo que la solucién de la ecuacion recurrente es:

t =13(2)"-5n(2)"+14=2" (13-5n)+14
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d) Sea la recurrencia a = 2(a,_,-a,_,)
Sujeta a las condiciones a, = 1, a, = 2.

En este problema la ecuacion caracteristica no tiene raices reales
a, — Za'n—i + 2a'n—2 =
x?—2x+2=0cuyasson: {r, =1—i},{r, =1+1i}

De este resultado se tiene: a, = C1(1 —i)" + C2(1 + )"

Tomando los valores iniciales se forma el siguiente sistema de
ecuaciones

{ Cl+C2 =1paran=0ya, =0
Cl(1-)+C2(1+1i) =2paran=1ya; =1

Cuyasoluciénes: €1 =24+ c2=1_1
272 2 2

(1+i) . (1-1) .
Resultando @n = ?:,(1 — 0"+ Tl(l +i)"

Otra expresion equivalente obtenida con el asistente Mathematica es:
1 i
a[n] —» > + E)((l - —i(1+i0)")

jlarea!
Demuestre que las dos expresiones son equivalentes.

Otra forma de resolver el problema empleando la forma trigonométrica
de los numeros complejos:

! » De: @, = C1(1 —i)" + C2(1 + i)" se tiene:
/.'B: 1+i)=+2 (cos G) +isen (E))
. Ma=45° B 1-i)=+v2 (cos (%) —isen (%))
el | | n T s
05 v 5, A+ =2 (cos (nz) +isen (n Z))
E 7 1-Dr=v2" (cos (n—) —isen (n g))
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De lo anterior se puede concluir que:
a, =Cl1(1-)"+Cc2(1+ )"

ay = Cl\/f?1 (cos (n g) +isen (ng)) + CZ\/fn (cos (ng) —isen (ng))
a, = \/?n[(Cl + C2) cos (nf) + (€1 —C2)isen (nf)] 1)

Haciendo k1= C1+C2 y k1= (C1-C2)i paran=0yn=1 se tiene el sistema:

k1cos(0) + k2 sen(0) =1
[\/? [klcos (%) + k2 sen (%)] = 2‘

Las soluciones de este sistema son k1=1, k2=1
; ; - " il n
Sustituyendo en (1) se tiene: a, = V2 [cos (n 4) + sen (n 4)]

Esta expresion es equivalente a las dos obtenidas anteriormente.

4.3.2. Recurrencias no homogéneas

De las ecuaciones no homogéneas estudiaremos las que pueden
reducirse al tipo:

agty, + at,_q + -+ agt,_, = b"p(n)
En esta expresion se puede observar que el miembro izquierdo

coincide con el de las ecuaciones homogéneas estudiadas pero el
miembro derecho es b" p(n), donde:

i. b es una constante; y
ii. p(n) es un polinomio de grado d en la indeterminada n.

Aunque en la solucion de estas ecuaciones es posible resolver
problemas particulares de este tipo mediante artificios matematicos,
un método general para resolverlos es mediante la obtencion de
una ecuacion caracteristica analoga a la obtenida para resolver las
ecuaciones homogéneas, anadiendo un factor relacionado con los
datos del miembro derecho como se muestra en la siguiente expresion:

(agx® + ax* 1+ +a)(x— b)) =0
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El esquema del algoritmo a seguir se muestra a continuacion:

a’Otn t altn'l tta tn-k = "p(n) p(n) es de

grado
\ -1 d+1/
AR 4 4 0 ) (=) =0

Para dar solucion a este tipo de ecuaciones el problema se reduce a:

a) Plantear la ecuacion en la forma
Aoty + ayty—q + o+ Ayl = b™p(n)

b) Identificar la constante b y el grado del polinomio p(n) dentro de las
multiples formas que puede adoptar la expresion b" p(n)

c) Plantear la ecuacion (agx* + ayx** + -+ a;)(x — b))t =0

d)Proceder segun el algoritmo utilizado para las ecuaciones
homogéneas:
a) Encontrar las raices de la ecuacion.
b) Plantear la solucién general t, = E?:l c 1"
c) Encontrar los valores particulares de C_i a partir de los valores ini-
ciales y la solucion del sistema de ecuaciones correspondiente.

d) Dar la solucion particular segun existan o no soluciones multiples.
Ejemplo 5.
Resolver la ecuacion de recurrencia no homogénea:
a, —2a,_, = 3"(n+5)

Siguiendo el modelo planteado, del miembro izquierdo resulta la
expresion:

(x-2)

De miembro derecho por ser b=3y p=1 (grado del polinomio p(n)=n+5
se tiene la expresion: (x-3)?que al unirlas resulta la ecuacion:

(x-2) (x-3)*=0
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La ecuacion caracteristica tiene raices dobles, por lo que la solucion
general es tiene la forma:

a, = C1(3)" + C2n(3)" + C3(2)"

Para valores iniciales ay, = —15 a, = —12 a, = 39 se tiene el
sistema de ecuaciones:

C1 + (3 = —15
3C1+3C2+2C3=-12
9C1 +18C2 + 4C3 = 39

Soluciones del sistema €1 =9,02=3,C3 = —24
La solucion particular para los valores iniciales es:
a, =9(3)" + 3n(3)" — 24(2)"**

a, = (3)"*2 + n(3)"* — 3(2)n+3

Como una constatacion de los resultados alcanzados se muestran
dos tablas generadas con asistente Mathematica, la primera con la
férmula recursiva, la segunda con la féormula explicita:

RecurrenceTable[{a[n] — 2 * a[n — 1] == 3" * (n + 5), a[0] == —15}, a,{n,0,10}]
{—15,-12,39,294,1317,5064,18147,62538,210369,696300,2278335}
Table[3'*2 + i = 311 — 3« 2173 (i 10}]
{—12,39,294,1317,5064,18147,62538,210369,696300,2278335}

Mathematica da una solucion equivalente con la sentencia RSolve
RSolve[{a[n] — 2a[n — 1] == 3" * (n + 5),a[0] == —15,a[1] == —12,a[2] == 39},a[n],n]
a[n] - —3(2%*" — 31*" —3"n)

Con ella también se obtienen los mismos resultados:
Table[—3(23*" — 31" — 3mn),{n, 10}]
{—12,39,294,1317,5064,18147,62538,210369,696300,2278335}

En el problema resuelto fue facil identificar los elementos necesarios
en la expresion b" p(n), en este caso 3" (n+5) pero pueden darse las
siguientes situaciones:
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a) a -2a_,=3"7 en este caso p(n)=7, polinomio de grado 0 y entonces
la ecuacion caracteristica es (x-2) (x-3)°*'=0 (x-2) (x-3)'=0. La

misma situacion se daria con a -2a_,=3" pero en este caso p(n)=1

b) Problema andlogo sucederia con la ausencia de la expresion b"
como en la ecuacion a -2a_,=(n+5), en este caso b"=1"y la ecua-
cién caracteristica adoptaria la forma (x-2) (x-1)?=0

c) Finalmente, ante la ecuacion an-2a_.=7, la ecuacion caracteristica
es (x-2)(x-1)=0 dado que b"=1"y p(n)=7 es un polinomio de grado O
Ejercicios propuestos (2):

a)Resuelva la relacion de recurrencia indicada para las condiciones
iniciales que se senalan:

Ecuaciones Respuestas
Ap = —30p_1; Ay = 2 a[n] - 2(_3)“

= _ - = 0 1
I = -1 T10 Qo a[n] - En(l +n)

a, =6a,_; —8a, ,;a,=1,a, =0 {a[n] » -2"(—2+2™)

Ay =a, ;+1+2"Ya,=0 an] - —-1+2"+n

Ay = (lngn)an—l
- [lOg(n - 1)](1,1_1

a,=6a, ,—9a, ,a,=a, =1 a[n] -» =371 (=3 + 2n)

9a, = 6a,1 —ay3;a0 = 6;a; =5 a[n] —» 3t (2+ 3n)

b) La poblacion de Utopia aumenta en un 5% por afio. En 2000 la po-
blacion era 10,000. ;Cuél era la poblacion en 19707

Respuesta
El planteamiento de la ecuacion recursiva en el Mathematica fue:
5

RSolve[{a[n] == a[n —1] 100

) * a[n — 1],a[0] == 10000}, a[n], n]

La funcion explicita obtenida fue: a[n] —» 47 "5* 19"
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Convirtiendo esta esta expresion y evaluandola en 30, (tiempo
transcurrido del 2000 a 1970) se obtuvo:

f[rl_] = IntegerPart[N[42—ﬂ54—n19:»:]]
f[30] = 2146

Explique usted la funcién recursiva y obtenga la explicita.

c) Si P_denota el numero de permutaciones de n objetos diferentes,

d)encuentre una relacion de recurrencia y una condicion inicial para
la sucesion P, P,

P=1
Respuesta P, {Pn ~np,

Seala sucesion definida por S[n] = GlnAItS2D o s[1] = 0; S[2] = 1
2

Calcule S[3] vy S[n] Suponga una férmula para Sn y use induccion
matematica para demostrar que es correcta.

Respuestas Los términos de la sucesion son

fo,22,2 1 2 8 e i)
2'4'8"16"'32"64" 128" 256

Una formula a probar por induccion  completa es

Shn] = 222" 2(-)" +27)

4 4. Ecuaciones funcionales, introduccion

En el transcurso de libros anteriores estudiamos ecuaciones
algebraicas, tales como:

» De primer grado: 5x + 1 = 8.

» De segundo grado: x?+3x-5=0

» Polindmicas: x*+3x°-5x2+8x+9=0

» Racionales: Cuando uno o ambos miembros de la ecuacion se
expresan como un cociente de polinomios.
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En este libro se han estudiado las ecuaciones trascendentes:
cuando involucran funciones no polindbmicas, como las funciones
trigonométricas, exponenciales, logaritmicas, hiperbdlicas, etc.

En estas ecuaciones los resultados han sido numeros que satisfacen
las condiciones de cada una de las ecuaciones, pero en este capitulo
se estudiaron las ecuaciones recurrentes que consisten en encontrar
una férmula explicita para el término general an. que ha sido dado
mediante una expresion recurrente.

Ahora estudiaremos las ecuaciones funcionales: cuando la incognita
es una funcion.

Problema Ec_Func. 1. Determine todas las funciones f que cumplan:
fFR-R: x*f2(x)+ x*f(x) —2=0,VYxER

Si utilizando la vista CAS (calculo simbdlico) del GeoGebra y en ella
sustituimos f(x) por fy utilizamos el comando Soluciones(<Ecuacion>,
<Variable>) como se muestra en Figura 4.6 se obtiene como solucion
dos funciones.

X' fP4xtf—2=0
- Ex*+fx¥—-2=0
Soluciones($1, f )

-2 1
MR

Figura 4. 6 solucién de una ecuacién fun-cional en la vista CAS del GeoGebra.

2

Las funciones que devuelve el GeoGebra como solucion de la
., . =2 1
ecuacion las denominaremos: fi(x) = = ; f(x) =

x2

cuyos graficos
se muestran en Figura 4.7.
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Figura 4. 7 Grafico de las soluciones de la ecuacion funcional
x4 2 (x)+ x2 f(x)-2=0

Pero lo méas importante es verificar si las soluciones de la ecuacion
funcional realmente satisfacen la ecuacion original como se muestra
a continuacion:

)+ X f(x)—2=0(l)
Sustituyendo f(x) por f,(x) = ;—“2 en (I) se tiene:

4 —2y° 2 —2
X (—2) + x (—2)—2:4—2—220
X X

Sustituyendo f(x) por f,(x) = kl“ en (l) se tiene:

14° 1
X X

Por tanto ambas satisfacen la ecuacion (I)

¢ Coémo se hubiese resuelto esta ecuacion “manualmente”?
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Evidentemente, x* 2 (x)+ x® f(x)-2=0 es una ecuacion de segundo
grado con variable f(x), por tanto, es posible identificar en ella los
siguientes parametros:

a=x* b=x% c=-2

Sustituyendo esto valores en la férmula que da solucién a la ecuacion
de segundo grado: -p+yb?-aac Se tiene:
2a

2 22 a4 2x* 1
—x°+ [x*" —4x (_2)_—xzi f9x4)_—x2i3x2 A2
= " =

2xt 2x -

2xt —4x? -2

2xt x2

4.5. Algunos métodos para resolver ecuaciones funcionales.

Después de haber resuelto la primera ecuacion funcional parece que
esto no es tan complicado, pero no se embulle, por en realidad no es
asi, al menos los especialistas dicen que:

“Resolver una ecuacion funcional es resolver un problema matematico”.

Con esto expresan que: NO EXISTEN férmulas o algoritmos que
permitan, mediante su aplicacion, la solucion satisfactoria de toda
ecuacion funcional; no obstante, existe algunos tipos de ecuaciones
que por presentar estructuras similares son posible resolverla por
métodos similares (valga la redundancia), por eso se recomienda
fijarse en los siguientes datos:

» Dominio y codominio o imagen de definicion de la funcion.

» Condiciones extras impuestas (se trata de valores particulares que
se exigen en algunos problemas o transformaciones que es posible
realizar).

» Disponer de unabuena cantidad de ejemplos resueltos, clasificados
adecuadamente por usted, para comparar las condiciones del
problema al que usted se enfrenta con los ya resueltos e inferir la
posible via de solucion.

Por el momento ya usted sabe que ante una ecuacion funcional que
Su estructura sea la de una ecuacion de segundo grado en f(x) puede
aplicar la férmula de la referida ecuacion.
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Tareas

A partir de la ecuacion resuelta le incluimos una dificultar y la resolvimos
con el CAS del GeoGebra como se muestra en la Figura 4.8. trate
usted de plantear la ecuacion, resolverla manualmente e investigar
ante qué situacion nueva se encuentra.

X 4xff-2=0
- x4+ Px?-2=0
Soluciones($1,f)
- {—_1 1}

X X
SolucionesC($1, f)
— {i Q,_i Q —1

X

3
x x '’

X | =

}

i. Analogo al caso anterior en Figura 4.9 aparece otra ecuacion
funcional resuelta con CAS del GeoGebra, pero ahora tiene 4
soluciones con funciones de variable real, trate usted de plantear
la ecuacion, resolverla manualmente e investigar ante qué situacion
nueva se encuentra.

Figura 4.8

x*fP— B + 4 =0
- x5 x24+4=0
Soluciones($1, f )

2 -2 -11
x' x ' x 'x

Figura 4.9

1

2

Determine todas las funciones f que cumplan:
i. fR-R: f°(x)=4f(x)—4¥Yx€ER
ii. f:R-R: f2(x) —3xf(x) =2f(x),VxER
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iv. f:[-11]->R: cos?f(x) —sen’f(x) =x,VXER
V. f:Ry—-R: 4f?(x)—4f(x) =—-(1—-log’x),¥x€ER

Veamos otra situacion:

Problema Ec_Func. 2. Hallar todas las funciones f (x) tales que:
5f(3-x)-3f(x)=x2 (1)

Solucion:

Evidentemente ahora no es posible tomar f(x) como factor porque
ademas aparece f(3-x) pero es posible hacer un “ARTIFICIO”, (casi
siempre los artificios son salidas airosas).

Primer artificio: Realizamos un cambio de variable haciendo x=3-xy
sustituyendo en la ecuacion original se tiene:

5f(x)-3f(3-x)=(3-x)"2 (Il)
Segundo artificio: Despejamos f(3-x) en (1) :

PRSI

Tercer artificio: sustituimos f(3-x) en (ll)

Se obtiene la ecuacion:
xZ43f(x
fo) =322 = -0

Seresuelve (l1l); pero como hay que realizar varios céalculos algebraicos
apelamos al GeoGebra y obtenemos la solucién en Figura 4.10:

2
51(—3"—51f = 3-xF
1
- ?x2+25—2f=x2—5x+9

Soluciones($1, f)

2
4 , 15 45
- {ﬁx _ﬁx"'ﬁ} Figura 4. 10
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Evidentemente esta funcion se puede expresar como:

flx) = 1—11 (4x? — 15x + 22.5)

Figura 4. 11

-2 o 2 4 L}

Tarea

En la figura 4.12 se muestra la grafica de la funcion que es solucion de
la ecuacion funcional

1
2 _
¥ —2f() =17
x
Aplicando la informacién dada sobre soluciones de ecuaciones
funcionales, encuentre la solucion. Le sugerimos utilizar el GeoGebra
como se ha mostrado anteriormente.

Figura 4. 12
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Problema Ec_Func. 3. Hallar todas las funciones f (x) tales que:
X
- _ - _— e 2 —_
iR\ {-1} > 11%.}”(3{+ 1) x> vx€R\{-1}

Solucion

Aqui también se realizara un cambio de variable, pero con menos
astificio y mas algoritmo.

Evidentemente, lo mas conveniente es que la funcion f esté en una sola
variable, porque la expresion x2 se puede “manipular” algebraicamente
con mas facilidad, por tanto es coveniente tener f(z) y para ello hay
que hacer

Z:?Vxe]fa\{ 1}=>zx+z—x=>x—1—‘€fz€ﬂ%\{1}

Sustituyendo en la ecucion original se tiene:

2
flz) = (1 - Z)
HEMOS LLEGADO A LA SOLUCION.

X
Sustituyendo Z = 1 N la ecuacion se tiene

+1
=)
f (i) = (%)2 = x? (verfiquelo el lector)

El problema esta en que para i la condicion era Vx € R\ {-1}

Mientras que i tiene por condicion ¥z € R\ {1} de modo que la
condicion original no puede omitirse.

Tareas:
Hallar todas las funciones f (x) tales que:
i fR\]-22[>Rf(x+2)=x*+5 VxeR
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Sugerencia, hagat=x+; ¥VxeR' =2 —2=x*+— (verifiquelo)

i. FRoR:f(x—2)=x*!—4x,¥xeER

ii. fR >R: fe): x+VI+xLVxeR'

iv. FfR-oR: xX*f)+f1-x)=2x—x VxeER

Sugerencia llegue a la solucién que se muestra en Figura 4.13
(1—x)? (2x—x* =) +f = 2(1 —x) - (1 - x)*
= (=x+1)? (= —F+2x)+f=—(—x+1)*+2(—x+1)

5 Soluciones($1. f)
- {—®+1)

Figura 4. 13

1 —

v. FfRYSRY:x+=

x

1 +
—,Vx €
fO)+- 5 VX ER

Sugerencia llegue a la solucion cuyo gréafico se muestra en Figura 4.14

2

Figura 4. 14
1

. + + 1 2
vii fiR' > RY x4 = (f(0) +%,VxER+

Sugerencia llegue a la solucion cuyo gréafico se muestra en Figura 4.15
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-2 2 4
VATTE -2

2

-
fz(-‘f} =

=2

fi(z) = = =

Figura 4. 15
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Por todos es conocido que el concepto de funcién trasciende a todas
las ramas de la matematica, desde las tradicionales algebra y anélisis
matematico, geometria, trigonometria y la estadistica hasta las mas
contemporaneas, en todas las funciones forman parte de su sistema
conceptual en forma directa o indirecta, por eso, la formacion de
este concepto desde la enseflanza primaria y muy en particular en
la ensefianza media y media superior resulta fundamental, para que
al llegar los alumnos a niveles superiores, no aparezcan brechas que
limiten el avance en los estudios, los ejemplos son innumerables y los
docentes bien los conocemos, pero las funciones trascendentes tiene
ademas un halo casi misterioso de particular significacion; tal es asi,
que la formula mas bella de la matematica creada por Leonard Euler:
eNim+1=0 involucra los numeros trascendentes mas importantes: e,
nuimero de Euler y m, la longitud de la semicircunferencia unitaria;
al mismo tiempo, ellos estan relacionados con las unidades mas
significativas de la matematica: i, la unidad imaginaria; 1, el elemento
neutro para el producto; 0, el elemento neutro para la suma; ademas,
en la formula aparecen las tres operaciones importantes de la
aritmética: adicion, multiplicacion y exponenciacion. Inspirados en
esta idea, los autores han intentado acercar estas funciones a la vida;
mostrando que las expresiones exponenciales y logaritmicas permiten
explicar la desintegracion de substancias radioactivas, los procesos
de crecimiento biolégico y de la produccioén social; la curva del olvido;
la intensidad sonora y el pentagrama se explican mediante estas
funciones; mientras la espiral logaritmica, esta presente en la forma de
las galaxias, la tela de una arafa, la camara de la concha de un nautilus
y el vuelo del halcon peregrino; finalmente, las funciones hiperbdlicas
son recreadas en el interior de la Iglesia Cristo del Consuelo, los
arcos catenarios en la Iglesia de Saint Martin en Donges, Francia y
los Puentes colgantes que conducen al mirador de La Cascada de
Rio Verde, Cascada de Rio Verde Chico; o Cascada Pailon del Diablo;
estéa situada en los Andes del Ecuador.
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